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内 客 简介 


分 形 或 分 娄 绚 是 近 十 几 年 来 航 展 起 来 的 一 门 亲 学科。 简单 地 说 它 就 是 没 
有 特征 尺度 的 惠 相 似 的 结构 。 自 然 界 中 前 许多 现象 ， 如 地 如 、 油 流 、 气 候 等 
都 有 这 种 竺 征 。 相 对 于 疹 特 征 尺度 的 现象 弄 言 ， 无 特征 尺度 现象 可 列 在 “ 复 
染 现 凶 ” 之 列 。 正 因为 如 上 此， 研究 复 洒 现象 的 科学 家 们 正在 用 分 形 概念 打开 
他 们 的 科学 思维 。 

本 书 内 容 包 括 分 形 现象 、 分 形 意义 、 浑 济 中 的 分 形 、 多 分 维 、 时 间 序 到 
分 形 等 ,还 专门 介绍 了 地 球 物理 学 中 的 分 形 以 分形 应 用 于 潮流 中 的 最 新 进展。 
作者 力图 从 物理 现象 出 发 ， 汉 用 物理 才 仿 、 教 学 沦 证 和 模型 相 结 合 介绍 分 形 
问题 ， 并 配 有 例子 和 习题 ， 尽 是 使 月 相 伺 性、 奇异 性 、 间 歇 性 等 概念 有 明确 
的 物理 基础 ， 司 读者 能 具体 地 而 不 是 抽象 地 掌握 分 形 概念 。 

本 书 可 供 理工 科 特 别 是 地 球 学 科 本 科 高 年 级 学 生 、 研 究 生 及 广大 科 按 工 
作者 参考 。 
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但 是 目 从 曼 德 布 罗 特 (Mandelbrot) 出 版 了 “自然 界 的 分 维 几 何 ” 
(The Fractal Geometry of Nature, 1982) 一 书 以 后 ， 分 
É (Fractal) 已 经 形成 一 个 新 学 科 ， 它 已 经 成 为 科学 家 们 的 热 
门 话题 。 | 

分 形 或 分 数 维 , (E EDU B E R.BESUES ELI BUS BEHS o 
卓然 界 的 许多 现象 如 云彩 、 地 震 、 消 流 、 气 候 人 等 都 具有 这 种 特征 ， 
往 这 些 现象 中 大 大 小 小 的 时 间 (或 空间 ) 尺度 都 有 ， 有 的 可 以 跨 
越 几 个 量 级 。 相 对 于 有 特征 尺度 的 现象 而 言 ， 无 特征 尺度 的 现象 
可 以 算 在 “复杂 现象 2? 之 列 。 正 因为 如 此 ， 研 究 比较 复 尖 现象 的 
科学 家 正在 用 分 形 概 念 打开 他 们 的 患 维 。 

单纯 用 几何 角度 就 很 难 理解 分 数 维 这 个 概念 ， 但 是 若 从 尺度 
恶化 后 的 不 变量 来 理解 ， 分 形 就 必然 和 物理 学 中 的 对 称 性 、 重 整 
化 、 标 度 律 等 概念 联系 起 来 。 因 此 本 书 力 图 从 物理 现象 出 发 介绍 
分 形 的 有 关 问 题 ， 尽 量 使 自 相 似 性 、 奇 异性 、 间 区 性 等 概念 有 明 

本 书 婚 不 纯粹 从 数学 概念 出 发 ， 又 不 纯粹 从 哲学 高 度 来 谈 分 
形 。 而 是 既 有 物理 概念 ， 又 有 必要 的 数学 论证 或 模型 相配 合 ， 以 
致使 读者 能 具体 地 面 不 是 抽象 地 掌握 分 形 这 个 概念 。 本 书 篇 幅 虽 
短 ， 但 涉及 的 问题 包括 分 形 现象 、 分 形 意 义 、 浑 沌 中 分 形 、 多 分 
维 、 时 间 序 列 分 形 。 还 有 专门 章节 介绍 地 球 物理 学 中 的 分 形 。 同 
时 还 介绍 了 应 用 分 形 到 汕 流 中 去 的 最 新 进展 。 

本 书 在 编写 过 程 中 广泛 地 参考 了 国内 外 有 关 分 形 的 论著 。 内 
容 较 丰 富 且 新 颖 并 有 习题 。 但 由 于 时 间 较 得， 期 之 水 平 有 有限， 难 
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第 一 章 自然界 的 分 形 现象 
Sl 海 必 线 有 多 长 


分 形 Fractal 这 个 词 来 自 拉丁 文 fractus, 意思 含有 断裂 和 碎 
片 。 它 的 创始 人 是 曼 德尔 勃 罗 特 (B.B.Mandelbrotc)。 正 如 他 党 
说 的 “ 云 不 是 球体 ， 山 不 是 锥 体 ， 海 岸 线 不 是 直线 ”。 确 实 我 们 
的 大 千 世 四 是 粗糙 不 堪 而 非 完美 圆润 的 ， 是 四 凸 不 平 而 非 光滑 平 
坦 的 ， 是 支离破碎 而 非 完 整 无 缺 的 。 从 本 节 开 始 人 氢 述 的 现象 都 具 
有 这 个 特点 。 

曼 德 尔 勃 罗 特 在 著作 中 提出 ,英国 的 海岸 线 有 多 长 ?看 起 来 ， 
这 个 问题 似乎 应 有 某 个 数字 作为 答案 ， 实 际 上 正确 的 答案 应 该 是 
看 情况 而 定 。 因 为 海岸 线 有 大 大 小 小 的 各 种 弯曲 ， 如 果 您 用 公里 
作 测 量 单位 ， 那 么 从 几米 到 几 十 米 的 一 些 弯曲 就 会 被 忽略 。 如 果 
您 困 米 作 测 量 单位 ， 那 么 测 得 的 总 长 度 就 会 增加 ， 但 是 厘米 、 训 
米 量 级 的 小 弯曲 还 是 不 能 反映 进去 。 

为 什么 海岸 线 的 长 度 会 看 情况 而 定 呢 ? 这 正 是 因为 海岸 线 没 
有 特征 尺度 ， 而 是 有 大 大 小 小 的 许 许多 多 尺度 。 海 岸 线 的 长 度 在 
大 小 两 个 方向 上 受到 自然 限制 ， 把 海岸 线 两 头 用 直线 连 起 来 ， 这 
是 海岸 线 长 度 的 一 个 上 界 。 另 一 方面 海岸 线 上 沙 石 的 最 小 尺度 莫 
过 于 原子 和 分 子 的 大 小 ， 使 用 更 小 的 尺度 是 无 意义 的 。 在 这 两 个 
自然 限度 之 间 海 岸 线 的 长 度 是 变 的 ， 它 不 能 成 为 海岸 线 的 定量 特 
征 。 

同时 我 们 还 应 该 看 到 ， 无 论 是 50 万 分 之 一 的 中 国 地 图 还 是 
500 万 分 之 一 的 地 图 ， 中 国 的 海岸 线 都 是 非常 相似 的 。 无 特征 斥 度 
却 有 自 相 似 的 结构 是 海岸 线 的 双重 特征 ， 下 面 将 看 到 ， 这 个 特征 
正 是 本 书 的 标题 一 一 分 形 和 分 数 维 。 
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小 小 的 涡 旋 所 组 成 。 大 气 中 最 大 的 涡 旋 其 尺度 为 几 生 公里， 最 小 
的 涡 施 有 几 个 毫米 。 因 此 和 和 海岸线 相似 ,我们 不 能 间 浪 流 有 多 少 
涡 旋 组 成 的 这 个 问题 。 


图 1,1 ERI A E ME H 


f n3 400 83 — 1E ZDETNG — CK RE BARL L ERRA 
三 个 小 涡 旋 ， 而 每 个 小 涡 旋 又 可 以 由 三 个 更 小 的 涡 旋 组 成 。 实 际 
上 渴 旋 的 个 数 随 着 尺度 的 减少 而 加 多 ， 它 们 被 限制 在 最 大 和 最 小 
的 两 个 自然 限制 中 间 。 从 图 1.1 看 码 ， 小 涡 旋 放大 就 成 为 大 涡 旋 
的 结构 。1926 年 著名 气象 学 家 Richardson REW, EMAK 
标 度 范围 内 、 满 流 由 自 相 似 的 涡 旋 组 成 。1941 年 苏联 者 名 科学 容 
Kolmogoror 给 出 了 反映 自 相 似 结构 的 能 谱 和 缩 构 鲜 数 的 分 析 丧 
达 式 。 后 来 Mandelbrot 和 Frisch 把 均匀 各 了 呵 回 性 的 人 oljmogo- 
ror 消 流 模型 扩展 到 间歇 性 清流 模型 。 

虽然 满 流 现象 很 复杂 ， 但 阁 抓 住 自 相似 结构 这 个 特点 ， 同 柱 
我 们 可 以 建立 起 湾流 规律 以 及 找到 描述 说 流 的 定量 特征 。 


S3 ” Sierpinski 海绵 或 热 片 


图 1.2 是 一 种 有 多 个 三 角形 和 孔 或 正方 形 孔 的 海 编 或 垫 片 。 
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图 1.2 
(a) Sierpinskiil£& 
(b) Sierpinski j; 


PAEK, EMAEKARE, PEHK ERL , ME 
再 多 近 时 ， 它 们 又 显得 杂乱 无 章 ， 您 要 数 一 数 孔 的 数目 实在 数 不 
清 。 大 大 小 小 的 孔 都 有 ， 但 是 “ 自 相似 性 ” 却 把 世上 万 物 的 “无 
规则 性 ”以 出 人 意料 的 规则 方式 反映 出 来 。 


S4 Lantor 集 合 


它 是 一 种 由 点 构成 的 集合 ， 其 构造 步骤 是 ， 将 长 度 为 一 的 线 
段 分 成 三 等 分 ,去 掉 中 间 一 段 , 再 将 剩 下 的 二 小 段 也 分 成 三 等 分 ， 
也 都 去 挤 其 中 慨 ， 如 此 无 限 进行 下 去 , 剩 下 的 点 集 就 是 Cantor 集 

见 图 1。3。 


pp" (m 之 2) 保 留 其 中 的 s 


B, EHEHEH m-s 段 。 如果 每 次 应 去 掉 的 线段 排列 位 置 都 是 
固定 的 ， 则 是 经 典 的 Canter 集合 ， 图 1,.4 是 m=4，s=2 以 及 m 
=9,s= 3 的 两 种 Lantor 集 合 。 

ri Cantor 集合 分 成 的 三 段 是 不 相等 和 的， 图 1.5 中 一 段 长 
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图 1.4 ”两 种 Cantor 集 合 


图 1.5 不 等 比 的 Cantor 集 合 
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二， 去 掉 的 一 段 为 


有 时 去 掉 的 线段 是 以 示 种 概率 取 的 ， 出 它 是 不 均 义 分布 的 
Cantor 和 集合 ， 见 图 1,6。 
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图 1.6 不 均匀 分 布 的 Cantor 集 合 


Cantor 集合 的 自 相 似 性 是 显然 的 。 
S5 Weierstrass PR ží 


这 是 一 个 处 处 连续 而 处 处 不 可 微 的 函数 ， 它 是 Welerstrass 
在 1872 年 发 现 的 。 现 在 常用 的 形式 起 


c(t) 一 2 A (1.1) 


f = =- o) 


其 中 刀 就 是 Fractal。 图 1.7Ca)，(b)，(c) 是 b=1,5 时 D=1.2， 
Dz1.5581D 21.8 的 函数 图 像 。 


从 (1.1) 式 显 然 有 

c(b1) 2 b? "Pe(t) (1.2) 
(1.2) AWH AAG MRA EAMA, 虽然 两 者 的 尺度 
不 相同 ,一 个 是 六 一 个 是 好 。 图 1.8(a) 是 p= 1.5, D - 1. 8S W ci 
数 , 而 图 1.8(b) 是 图 1.8(a) 中 t= 0.0 到 0.2 的 一 段 ,可 以 看 出 和 图 
1.8(a) 多 么 相似 。 将 图 1.8(a) 的 横 坐 标 和 纵 坐 标 重 新 加 以 标 度 ， 
分 别 为 bt 和 Bb"*-? c(t)， 所 得 图 像 1.8(c) 完 全 和 图 1.8(a) 相 同 。 


C(t) 
5 e t3 0 — an D o —3 


" n A m t” 
"| | M: le V 


图 1.7 Weierstrass ZETA, b= 图 1.8  Weierstrassi EX , b— 1.5, 
1.5 Dwu1,8 
(a) D21,2, (b) D=i.5 (a) 0x:s1 Œ) Ox * 
() D-1.8 (c) 曲线 5b 重新 标 度 


e 


$6 雪花 是 如 河 形成 的 


雪花 是 自然 界 中 生长 出 来 的 一 种 复杂 形态 。 阁 将 它 的 形成 宙 
得 搞 清楚 ， 会 对 物理 学 中 凝聚 态 的 形成 和 对 医学 、 生 物 学 、 流 体 
力学 等 领域 中 的 各 种 增长 现象 的 研究 ， 都 有 很 大 意义 。 

雪花 是 从 云 中 落下 的 ， 通 常 痛 先 有 一 个 冻结 核 ， 周 围 都 是 过 


图 1.9 ”雪花 树 校 状 增长 模型 


冷水 汽 。 雪 花 周 围 水 汽 络 冻 所 
释放 出 的 潜 热 得 由 水 汽 和 六 核 
的 交界 面 扩散 而 输送 出 去 。 由 
于 交界 面 要 输送 大 量 潜 热 ， 克 
界面 积 就 需 足 够 大 ， 因 此 区 而 
面向 外 呈 树 枝 状 凸 出 〈 见 图 
1.9)。 交 界面 一 旦 凸 出 ， 水 汽 
就 喜欢 在 交界 面 凸 出 部 分 登陆 
冻结 。 为 了 模拟 这 种 过 程 ， 我 
们 采用 细胞 自动 机 模拟 方法 。 

将 平面 分 成 和 若干 小 的 六 边 
形 网 格 , 每 个 格 点 叫 细胞 。 每 个 


格 点 上 假设 具有 两 种 可 能 的 状态 ; 冰 或 水 汽 。 冰 相 用 数字 1 表示 ， 
汽 相 用 数字 0 表示 。 最 初 网 格 中 心 只 有 一 个 冰 细 胞 冻结 核 ， 其 它 
细胞 均 为 水 汽 。 以 后 生长 的 规定 是 ， 若 该 点 周围 的 6 个 细胞 的 数 
值 和 为 奇数 《〈 即 二 进 制 的 1 ) ， 则 该 细胞 就 取 冰 相 〈 数 值 为 1)， 
共 为 偶数 《 即 二 进 制 的 0 ) ， 则 该 细胞 就 取 汽 相 (数值 为 0.) 。 
网 格 中 的 所 有 细胞 都 按 这 种 规则 演化 。 由 于 采用 这 个 规则 ， 演 化 
的 第 一 步 就 使 水 核 的 六 个 角 上 长 出 六 个 水 晶 ， 这 是 雪花 的 六 角形 
状 的 开始 ， 按 此 规则 不 断 演化 下 去 ， 一 个 含有 大 大 小 小 六 角形 的 


雪花 就 生长 出 来 ， 见 图 1.10。 


这 种 模拟 出 来 的 六 角形 树枝 状 的 雪花 ， 甚 自 相 似 性 是 显然 
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图 1.10 细胞 自动 机 模拟 出 的 雪花 


$7 ” 铬 性 脂 化 (viscous fingering) 
和 生长 现象 


铬 性 脂 化 是 将 低 粘性 流体 (例如 水 》 在 压力 下 注入 高 粘性 流 


i dhocra 
i he 


kr T s 
i 


粘性 脂 化 形成 的 结构 


[M 
E= 


„11 
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体 《 例 如 油 ) 中 ， 由 于 两 种 流体 非常 大 的 类 性 差别 和 交界 面 上 的 
表面 张力 ， 最 初 形 成 的 唱 尽 (种 子 ) 由 于 不 稳定 而 不 断 向 外 伸 长 ， 
而 使 油 象 树枝 状 的 扩散 出 来 ， 见 图 1,11。Nittmann 和 Stanley 
考虑 到 水 汽 登 陆 位 置 非 各 疝 同 性 以 及 随机 涨 落 ， 利 用 粘性 脂 化 模 
专 出 非 各 问 同 性 的 舌 状 雪花 。 粘 性 脂 化 对 石油 开采 、 流 体 动力 学 
和 多 空 介质 物理 学 都 是 很 重要 的 问题 。 

描述 生长 现象 的 一 个 模型 叫 有 限 扩散 凝聚 模型 (diffusion 
-limites aggregation), 简 称 DLA。 它 是 出 Witter 和 5ander 在 
1981 年 提出 的 。 这 种 模型 的 初始 状态 是 在 2 维 点 阵 上 有 一 个 种 子 
微粒 ， 随 后 第 二 个 微粒 被 放 入 点 中 内 作 随 机 洲 动 《扩散 ) ， 和 直到 
它 与 种 子 微粒 相 碰 并 附着 于 种 子 微粒 上 与 之 聚合 成 集团 。 如 果 它 
游 动 到 点 阵 边缘 则 将 其 去 除 并 释放 另 一 微粒 。 依 此 类 推 ， 最 后 形 
RAAR ERRA, MEL. 


ux WE, 


名 1.12? -—HADLARQEEERB 
从 图 1.12 看 出 ， 似 乎 “杂乱 无 章 ” 的 集团 ， 仍 然 存 在 自 相似 
的 结构 。 微 粒 占 据 阵 点 数目 随 着 它 的 尺寸 (从 种 子 微粒 开始 量度 ) 
骨 大 而 增多 ， 但 不 是 和 尺寸 的 平方 成 正 凡 ， 下 面 将 看 到 其 大 次 束 
是 该 淀 聚 团 的 分 数 维 。 图 1.13 是 由 顶部 叙 放 的 微粒 和 底部 的 “ 树 
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根 ”接触 而 形成 的 生长 出 的 树 。 


ii 
foe o 


图 1.13 由 DLA 增长 出 的 树 


$8 生物 和 宇宙 全 妃 律 


我 国 科 学 家 张 颖 清 指出 ， 人 体 有 七 个 穴位 ， A. MRA N, 
脏 周 、 腰 各 足 。 而 第 二 掌骨 侧 也 有 这 七 个 穴位 ， 它 不 过 是 整个 人 
体 七 个 穴位 的 缩小 ,这 称 为 生物 全 已 律 (bio-holographic law), 
根据 全 息 律 ， 生 物体 是 一 个 大 系统 ， 它 由 许多 相对 独立 的 小 系统 
(全 息 胚 ) 组 成 。 大 全 息 元 中 食 有 小 全 姑 元 ,全 妃 元 是 有 层次 的 。 

除了 穴位 和 的 这 种 全 息 律 以 外 ， 还 在 其 它 方面 表现 的 全 息 律 。 
如 生物 大 分 子 如 DNA、 和 有 蛋白质 是 螺旋 结构 ,细胞 层次 上 的 微 管 ， 
宏观 层次 上 人 的 指纹 也 是 螺旋 结构 。 又 如 在 遗传 方面 ,DNA 可 以 
复制 ， 一 个 DNA 分 子 可 以 准确 地 复制 出 两 个 完全 相同 的 DNA 分 
子 ， 两 个 DNA 复 制 成 四 个 DNA,…… 。 妈 DNA 分 子 内 部 含有 层 
次 不 同 的 “新 的 DNA” 的 全 部 信忠。 
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生物 全 息 律 只 是 字 罕 全 和 龟 健 的 一 部 分 。 一 张 全 和 龟 相 片 ， 若 是 
融 碎 成 很 多 小 片 ， 我 们 取出 其 中 的 一 片 ， 仍 可 以 获得 未 破碎 前 的 
全 景 图 像 。 这 是 因为 在 每 个 碎片 中 都 贮存 有 总 体 的 全 部 信息 。 
字 宙 是 由 物质 组 成 ， 物 质 有 不 同 层次 结构 就 是 宇宙 全 息 律 的 
反映 。18 世 纪 ， 人 们 首先 认识 到 物体 是 由 分 子 组 成 的 ，19 直 纪 杞 
英国 化 学 家 道 尔 顿 提出 “原子 说 ”， 说 明 分 子 是 由 原子 组 成 的 。 
19 志 纪 来 叉 发现 比 原子 更 小 的 物质 单元 一 一 电子 。 以 后 又 发 现 比 
原子 更 小 的 物质 层次 一 一 基本 粒子 (质子 、 中 子 、 中 微 子 、 介 子 
等 ), 到 1964 年 又 发 现 比 基本 粒子 更 小 的 层次 一 一 层 子 ( 或 夸克 )。 

比分 子 大 的 物质 层次 是 物体 (包括 生物 体 ) X CS, 
行星 、 卫 星 等 ) 、 星 系 、 字 宙 。 就 星系 和 字 宙 本 身 而 言 ， 表 和 面 上 
其 星星 分 布 是 杂乱 无 章 的 ， 但 无 论 从 聚合 的 观点 还 是 从 星系 分 布 
的 观点 看 ， 它 们 仍然 服从 自 相似 的 结构 。 


TEE 地 震 活 动 


预测 地 震 可 以 说 是 景 困难 的 问题 之 一 。 但 仔细 研究 还 是 有 规 
律 可 导 的 。 粗 看 一 下 ， 地 震 愈 大 ， 发 生 的 次 数 愈 小 ， 正 象 海 性 线 
的 长 度 一 样 ， 尺 度 愈 大 ， 其 长 度 愈 小 。 但 在 某 一 标 度 区 内 我 们 仍 
然 可 以 找到 有 反映 这 种 自 相 似 的 不 变 重 。 

ZEE — p bi A3 Hs EE B RT (8 63 7 3 PT EUER Jb IBS CR RE 
的 点 的 集合 。§4 中 的 Cantor 集合 是 每 一 步 都 固定 去 掉 中 间 的 三 
分 之 一 。 但 如 果 每 一 步 随 机 地 取 掉 三 分 之 一 《不 一 定 是 中 间 ) 3E 
么 让 得 到 随机 的 Cantor 集 合 ,; 见 图 1.14。 一 次 地 震 就 相当 于 随机 
Cantor 集 合 中 的 一 个 扩 。 

至 于 地 震 的 空间 分 布 如 同 星系 分 布 一 样 ， 具 有 茶 种 程度 上 的 
自 相 似 性 。 

我 国 地 震 学 家 刘 德 富 将 中 国 大 陆地 区 强 趾 事件 进行 排列 ， 发 
现 其 序列 结构 是 分 节 有 学 可 数 的 。 图 1.15 是 中 国 陆 区 震级 大 于 
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7.5 级 从 1668 年 到 1950 年 依 出 现 先 后 排列 成 序 时 ， 发 现 强 震 以 历 
经 8 次 中 强 震 为 让 并 依 此 律 (或 们 8 律 ) 可 数 地 发 生 在 节点 上 。 


i 
RUH E a E LL 
图 1,.14 EEr Cantor A 


例如 序号 2 是 1679 年 河北 三 河 8 级 地 震 ， 到 序 与 10 是 1812 年 新 疆 
绥 定 近 8 级 地 震 。 序 号 18 是 1879 年 甘肃 武 都 8 级 地 震 ， 序 号 26 臣 
19315E 391 RERO Zi IURE o 


M 
8.5 


1.5 


2 . 10 18 26 


PBj1,15 中国 陆 区 大 于 7 .5 级 地 震 事 件 序列 
(1668—1950) 


全 中 国 如 此 ， 地 方 强 地 震 节 律 也 是 相似 的 。 图 1,16 是 云南 大 
12 


q5.92 Hb de SEPT 7] (1950—1985) 。 序 号 1 工 为 1950 年 动 海 7 
级 地震， 序号 ?7 为 1955 年 永 仁 ? 级 地 震 ， 序 号 15 为 1970 年 通海 
7.8 级 地 震 ， 序 号 23 为 1976 年 龙 陵 7.3 级 地 震 ， 序 号 30 为 1979 年 普 
省 6.8 级 地 震 ， 两 个 序号 之 间 除 第 一 节 长 度 略 短 外 ， 其 余 各 节 都 
经 历 八 次 中 强 以 上 地 震 事件 。 


M 
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1 7 15 23 30 Æ 58 
图 1.16 云南 省 大 于 5.9 级 地 震 事 件 序列 
(1950 —1985) 


$10 气候 有 周期 吗 


气候 变化 已 经 成 为 各 国政 府 非常 重视 的 问题 ， 拿 气候 本 身 来 
说 ， 时 间 尺 度 和 空间 尺度 都 是 非常 宽 的 。 季 节 变化 、 年 变化 可 以 
称 为 气候 ， 百 年 和 万 年 变化 也 可 以 叫 作 气候 。 因 此 气候 现象 中 含 
有 大 大 小 小 不 同 的 尺度 ， 即 并 无 统一 的 特征 尺度 。 

虽然 如 此 ， 但 气候 不 外 乎 都 是 研究 冷 和 暖 、 旱 和 洲 。 图 1.17 
中 用 两 个 地 形 槽 代表 时 间 尽 度 比 较 长 的 冷 状态 〈 例 如 冰期 ) 和 暖 
状态 《例如 间 冰 期 ) 。 但 是 即使 在 暧 的 (或 冷 的 ) 状态 《 叫 吸引 
T) 中 闻 还 包括 着 时 间 尺 度 较 小 的 冷 的 和 暖 的 小 栅 ， 这 些小 权 中 
间 同 样 还 包含 有 尺度 更 小 的 冷 和 上 暧 的 状态 。 因 此 小 的 冷暖 权 放 天 
就 犹如 大 的 冷暖 酥 一 样 ， 这 就 是 自 相似 的 结构 。 
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图 1.17 多 种 尺度 的 气候 吸引 子 
从 以 上 自然 界 实际 存在 的 各 种 现象 中 ， 我 们 看 出 它们 都 有 一 
个 共同 的 特征 ， 无 特征 尺度 却 有 自 相 似 的 结构 。 这 些 现象 表面 上 
看 似乎 是 荣 乱 无 章 的 ,但 是 存在 着 规律 性 .因此 分 形 概 念 的 提出 ， 
大 大 丰富 了 我 们 对 目 然 界 的 认识 。 
下 表 列 出 了 分 形 和 欧 几 里 德 形状 的 主要 差别 ， 说 明 我 们 对 上 月 
然 界 认 识 的 发 展 。 | 
表 1.1 分 形 和 欧 几 里 德 形状 的 区 别 


- 欧 几 里 德 形状 分 形 
大 于 2000 年 最 近 10 年 
特征 尺度 有 特征 尺度 无 特征 尺度 却 有 标 度 律 
形 p 适合 人 造物 体 适合 唐 然 界 形状 
A A 用 公式 表示 T 
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81 ”分形 的 定义 


上 章 介 绍 的 自然 界 的 分 形 现象 ， 它 们 均 有 一 个 共同 的 特点 : 
没有 统一 的 特征 尺度 ， 却 有 自 相 似 的 结 冤 《 即 存 在 标 度 律 ) o H 
于 分 形 是 一 个 新 的 概念 ， 我 们 还 是 从 实例 入 手 来 阐述 它 的 意义 。 
以 海岸 线 为 例 ， 我 们 如 何 来 描述 它 呢 ? 假如 海岸 线 是 图 :2.1 那样 
的 直线 〈 设 它 的 长 度 亏 =1) ， 那 么 用 尺度 为 r 的 尺子 去 量 它 ， 不 
管 r 的 大 小 量 出 来 的 长 度 总 是 1 B 

L=r (2.1) 


图 2.1 线 的 长 度 不 随 尺 子 + 大 小 而 改变 
而 第 一 章 介绍 的 实际 海岸 线 ， 其 长 度 L 就 随 尺 子 r 的 减 小 而 加 长。 
图 2.2 是 一 种 理想 化 的 实际 海岸 线 的 一 种 。 


对 这 种 海岸 线 ， 营 尺子 r 的 长 度 为 a， 那么 量 出 的 海岸 线 长 
EL--. 若 r= (1) - QR S KUEL- (5 ) = T ， 
依 此 类 推 ， 若 海岸 线 用 r = (1) 去 量 ， mm Lue (5). 
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ANS J ou 


| f = (=)2 
图 2.2 一 种 典型 的 海岸 线 


因此 ， 我 们 知 设 蕊 和 r 的 关系 为 
L-7r'-N(r)rer (2.2) 


其 中 W(r) 是 用 r 去 量 海岸 线 所 得 到 的 长 度 为 r 的 眉 数 .用 r= (1), 


L= (和 4】 代入 (2.2) 式 得 到 


的 =- 中) eas 


将 (2:3) 式 两 边 取 对 数 ， 很 易 求 到 〈2.2) 式 中 的 系数 4 


-1 lng4 1- 
u-1 log 3 -1-D (2.4) 
其 中 | 
= i0£1 . 5618 (2.5) 
log 3 ' ] 


10. 7& H2. 234 PR S EZ HJ E, XX RE, HSERERHUISRELIR Fr 


的 关系 为 
Lz-zri7? (2.6) 


其 中 已 称 为 分 数 维 的 道理 是 很 显然 的 ， 因 为 知 〈2.6) xb P Bu D 
是 整数 1 ， 那 么 《2.6) 式 就 化 为 规整 的 直线 〈2.1) X. MED 


是 分 数 ， 且 大 于 1 。 那 么 
L= p" 2818 (2.7) 


Br. Lf KK. A ANREUSEUKCEIL 我 们 可 以 作 
如 下 的 理解 。， 从 “ 线 " 这 个 角度 看 ， 它 的 维 数 应 是 1， 但 是 它 又 到 
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T5 HH. r— 0 时 海岸 组 长 度 L->co， 所 以 它 又 不 是 一 般 规 整 的 
“ 线 ”， 似 乎 应 该 是 “ 面 ” (因为 二 维 的 面 可 以 看 成 是 无 穷 的 线 
段 所 组 成 ) ， 但 它 还 没有 充满 整个 平面 ， 所 以 它 的 维 数 应 小 于 
2 。 这 祥 海 尾 线 的 维 数 应 是 


1«D«2 (2.8) 
将 (2.2) xxm (2.4) 式 结合 起 来 有 
N(r)= -上 -或 D= logN Cr) (2.9) 
r 1 
log( -) 


(2.9) 式 可 以 作为 分 数 维 已 的 定义 。 (2.9) 式 的 意义 是 ， 用 边 
长 为 * 的 小 “立方 块 去 覆盖 客体 ， 量 出 的 小 立方 块 的 最 小 个 数 
ÆN (r). 

EL (2.9) 式 显然 包含 了 规整 对 象 ， 图 2.2 走 规 整 的 线 、 
E. o 


panna —— a mr cu -— — 


图 2.3 ”规整 的 线 、 面 、 体 的 维 数 D = 1,2,3 


车 它们 的 边 长 均 为 1， 显 然 用 += 二 的 线 〈 小 方块 或 小 立方 体 ) 


Ad mHSSN2,4, 8, Wik (2.9) 式 它们 的 维 数 已 分 
别 是 1，2 和 3。 


$2. 分数 维 大 于 拓扑 维 但 
小 于 所 占领 的 空间 维 


$1 的 海岸 线 的 维 数 大 于 1 而 小 于 2 。 从 线 的 角度 讲 ， 它 的 
17 


拓扑 维 是 1 。 同 时 它 又 未 充满 平面 ， 因 而 其 维 数 小 于 2 。 这 例子 
说 明 分 数 维 一 定 大 于 拓扑 维 而 小 于 它 所 占领 的 空间 维 。 

根据 这 个 意义 ， 我 们 很 易 判 断 一 个 分 形 对 象 的 分 数 维 所 处 的 
范围 。 

第 一 章 84 的 Cantor 和 集合 ， 它 是 点 的 集合 ， 故 其 拓扑 维 是 零 。 
但 它 又 不 充满 一 条 线 〈 其 维 数 是 1 ) ， 故 Cantor 集合 的 维 数 一 
定 是 | 

0 «D«1 (2.10) 


按 定义 (2.9) 式 ， 图 1.3 的 传统 的 Cantor 集 合 ， 若 r = i 
nj N = 2 5 故 其 维 数 
D--—59 *— - 0.6309 (2.11) 


例题 ， 求 Cantor 集 合 的 长 度 
i. POUApdc hubo, dos. 23). aL) s 
所 以 总 共 去 掉 的 长 度 为 如 下 无 穷 级 数 的 和 ， 


i26) + 4(3) + (3) 
or 一 | oc Z} + -一 | 十 oo 
3 t Ag Ta) a 


-lh«(2) «(2)» eere | 


去 掉 的 部 分 是 Cantor 集 合 【 闭 集 ) 的 补 集 ( 开 集 ) , mx Canto! 
集合 的 长 度 《 也 即 Lebesgue 测 度 ) 为 


2 (2y 
i- eZ «(2s "" ]/ 371 1-0 
即 这 是 点 数 为 无 穷 , 长 度 为 零 的 集合 ， 也 称 为 “ 瘦 ” 的 Cantor 集 
18 


图 1.4 的 两 种 Cantor 集 合 ， 分 别 取 r= 二 和 r= 也， 而 得 到 入 


= 2 各 N =3。 因 而 按 (2.9) 式 ， 它 们 的 分 数 维 分 别 是 


log2 log3 _ 
log4 0.5, D= log9 =0.5 (2.12) 


XT X83BgSierpinskijpZim UT, CMRE ELEK — 
个 面 掏 空 的 线段 的 集合 ， 因 而 其 操 扑 维 应 是 1。 同时 在 多 上 有 很 
多 空 院 ， 因 而 其 维 数 应 小 于 2 。 故 Sierpinski 海 绢 或 垫 片 的 维 数 
一 定 龙 


1«D«2 | (2.13) 
对 于 图 1.2(a)， 取 r= > 为 边 长 的 小 三 角形 去 量 ， 得 到 的 数 
HN = 3 , 故 据 (2.9) 式 有 
D- -oog3 -= 1.58.…… (2.14) 
工 
2 
对 于 图 1.2(b)， 取 r= 二 为 边 长 的 小 正方 形 去 量 ， 得 到 的 数目 入 
-8, KE (2.9) 式 有 


= 2 = 1.89.…… (2.15) 
og3 l 
总 之 ，1 达 DD<2 的 分 形 对 象 可 以 看 戌 是 线 眉 长 度 为 无 穷 而 面积 为 


FEKA. 

根据 这 种 分 析 ， 图 1.9 到 图 1.13 的 各 种 自然 图 像 ， 其 维 数 也 
一 定 是 大 于 1 而 小 于 2 。 当 然 究 竟 是 多 少 ， 下 面 我 们 仍 可 介绍 实 
际 的 算法 。 

同样 ， 若 对 一 个 边 长 为 1 的 正 立 方 体 ， 其 六 面 的 中 间 分 别 窥 


一 个 边 长 为 二 的 空 《打通 ) ， 这 样 不 断 做 下 去 ， 节 后 只 能 形成 有 
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表皮 而 无 体积 的 分 形 对 象 ， 见 图 
2.4。 因 为 它 是 面 ， 所 以 其 拓扑 维 
是 2 ， 同 时 它 又 未 充满 三 维 空间 ， 
所 以 其 维 数 应 小 于 3 。 故 它 的 维 数 
N EË 


ub. 2 sea. MP. E 
: jt MES EY a AN 


2« D«3 (2.16) 


据 (2.9) 式 ， Hur = 为 边界 的 小 


图 2.4 有 皮 没 有 体积 的 分 形 故 


- ES 
lo 


B ARR 很 容易 判断 它 的 维 数 也 是 大 于 2 而 
小 于 3 ， 因 为 你 可 以 将 它 看 成 是 面积 无 穷 而 体积 为 零 的 对 象 。 
有 时 (2.9) 式 中 NGCr) 和 *r 之 间 的 联系 不 很 明显 。 例 如 F E 


ARS {x1z= 土 ,n=1,2,……}， 说 明 其 分 数 维 D = 二 。 
n 2 


= 2.72683: | (2.17) 


RMEARARERA: Mmali s s L) mrs 


H 1 


L od 
T 


n n(n—1) > 


1 y 
mom-1) E Qi rmm) Pr 


i» ARARA m MA 


的 最 小 数目 是 m， 同 样 剩 下 的 |0, 荆 | 间 的 点 也 要 另外 m 个 小 县 覆 


X eo EUN (r) = 2m, hij 
D= lim log2m _ 


mee lc L) 


il 
2 
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63. 复杂 性 的 量度 
分 形 既 然 是 自然 界 存在 的 复杂 现象 ， 因 此 刀 的 数值 无 论 从 再 


论 上 还 是 从 实际 上 对 研究 复杂 现象 有 很 大 意义 。 
图 2.5 是 另外 三 种 人 阁 的 海 尾 线 。 


| f r 


1 
7 = 一 ,N=3 1 
t 5 | tg, N=18 
r= NOS | 、 
图 2.5 三 种 不 同 的 海岸 线 
ik (2.9) 式 ， 它 们 的 维 数 分 别 是 ， 
log3 | 
= —— = 1,365 
| logw 5 
| p= log8 .1.5 (2.18) 
| log2 
| log18 
(D= iog 115 


BAe. MORHURAE— MEAE, MAD h i 
的 程度 一 个 比 一 个 大 。 

同样 一 个 二 维 的 锥 形 表面 ， 若 在 其 上 添加 一 些 不 规则 的 小 的 
毛刺 ， 如 小 草 玉 小 树 、 小 石头 等 。 它 们 会 形成 各 种 不 同 的 美丽 的 
风景 。 添 加 的 毛刺 愈 不 规则 ， 其 他 表面 愈 粗 烽 ， 风 景 愈 美丽 。 图 
2.6 是 分 维 分 别 为 2.15，2.5 和 2.8 的 三 种 风景 。 所 以 说 分 维 数值 
站 的 大 小 是 复杂 程度 的 一 种 量度 。 尽 管 分 形 对 象 是 复杂 的 ， 但 是 
我 们 仍然 可 以 找到 一 个 不 变 测度 一 一 分 数 维 。 
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同 维 数 的 地 形 


三 种 不 
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$4 汕 流 间歇 性 的 量度 


消 流 是 由 大 大 小 小 尺度 不 同 的 涡 旋 所 组 成 ， 大 涡 旋 包含 着 小 
涡 旋 。 大 气 中 最 大 的 涡 旋 尺度 可 这 数 千 公 里 ， 最 小 的 涡 旋 具有 几 
变 米 。 图 1.1 用 一 个 大 的 方块 〈 边 长 为 1 ) 来 形容 最 大 RK € 


们 包含 着 三 个 小 涡 旋 ( 边 长 为 )， 而 每 个 小 涡 旋 又 包含 着 三 个 更 


小 涡 旋 〈 边 长 为 1/4》， 这 样 一 种 串 级 过 程 (cascade) 最 终 小 涡 
旋 并 不 充满 整个 空间 的 ， 而 古风 软 的 。 


i& (2.9) 式 ， 我 们 用 边 长 r= 二 的 小 正方 形 去 量 而 得 到 涡 旋 


数目 为 N = 3， 故 这 种 间 座 涡 旋 构 或 的 二 维 润 流 的 维 数 为 
|. log3 _ 
^-—log2 1.5849 (2.19) 
从 三 维 空间 上 看 ， 我 们 可 以 设想 一 个 面积 S = 1 MRE 片 ， 
然后 将 其 分 成 九 个 小 方块 ， 去 掉 四 个 角 和 中 间 的 小 方块 ， 问 上 或 
回 王 伸展 出 Tb & T INL BO PIT T ANISIE, JR 


图 2。7 


图 2.7 IRE o v 
这 样 的 小 方块 共有 5x5+4=29 个 。 不 断 地 重复 上 述 过 程 就 
29 


变 成 面积 为 无 穷 而 体积 为 零 的 分 形 对 象 ， 但 是 它 并 未 充满 整个 三 
维 空间 ， 所 以 其 维 数 一 定 介 于 2 和 3 zd). 


设 次 以 后 总 面积 为 9*， 则 它 和 小 方块 面积 ( 读 ) 之 间 的 关系 
为 | 
s- (B-T aan 


M (2.20) XAR AG 


- log29 __ 
=2- D (2.21) 
其 中 | 
D=1+ 一 9g29 5.5 (2.22) 
log9 


就 是 三 维 间 吹 满 流 的 分 数 维 。 若 是 规整 对象，D=2，kh=0， 因 
而 Ss =1 即 其 面积 不 随 尺子 变化 面 变 化。 现在 4 过 0， 由 (2.20) 
式 看 出 9 。 随 r 的 减 小 而 变 大 ， 这 正 是 分 形 的 等 征 。 

对 于 图 1.9 的 雪花 以 及 图 1.10，1.L11，1.12，1l.13 这 样 的 分 
形 孝 可 以 看 成 是 未 充满 二 维 《〈 平 面 ) 空间 的 间 是 现象 。 因 此 分 形 
可 以 训 是 间歇 性 网 量度 。 


$5 自 相似 和 标 度 不 变性 


第 一 音 介 绍 的 自然 界 的 分 形 现象 都 具有 自 相 似 的 第 榴 。 吕 一 
个 分 形 对 象 ， 其 空间 尺度 r (或 时 间 尺 度 D UE Ar Gh) 
后 ， 其 结构 特征 不 变 ， 只 是 原来 的 放大 或 缩小 ， 这 叫做 标 度 不 变 
TE. 由 (2.9) AN fas 


NGr) (jy zAPN() (2.23) 
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即 斥 度 由 7* 变 成 4 后 ，N(r) 乘 以 4 2 后 即 变 成 W(4r)。 
拿 海岸 线 的 长 度 (2.6) 式 来 讲 也 有 
L(Ar) 2 A! "PL(r) (2.24) 
对 处 处 连续 但 不 可 微 的 Weierstrass A% (1.1) 式 而 言 ; 也 有 标 
度 不 变性 (1,2) 5X, Hp l | 
| e(Àt) 2 A! Pet) | (2.25) 


一 般 我 们 把 
Jr) 2 A^ fr) (2.26) 
称 为 标 度 律 ，x 叫 标 度 指数 ， 其 中 * 也 可 以 是 时 间 誉 标 f。 一 般 0<< 


2<1。 
对 图 2.2 的 海岸 线 可 以 看 作 是 平面 上 的 点 集 (x)= (tf 


(D)) ， 设 尺度 比 ; =r= (I), n-0,1,2-, WAHE 


füns-svfo (2.27) 
其 中 & = 1。 
注意 虽然 函数 f(t) 不 是 单 值 的 ， 但 a. 27) 式 的 标 度 律 对 
该 点 集 上 的 任何 点 都 成 立 。 


标 度 律 〈2.26) 式 说 明 ， 尽 管 分 形 现象 是 复杂 的 ， 但 是 存在 
着 标 度 不 变性 ， 标 上 度 指 数 a 是 和 分 维 D 有 关 的 不 变量 。 


86 HAE RIS ATEA 


连续 相 变 是 大 量 粒 子 的 集合 效应 。 一 块 处 于 高 温 下 的 磁铁 ， 
微观 粒子 的 磁 矩 杂乱 无 章 地 排列 着 ， 在 宏观 上 却 表 现 不 出 磁性 。 
但 当 温度 逐渐 下 降 到 “ 居 里 点 ”， 突 然 沿 某 个 方向 出 现 了 宏观 磁 
矩 ， 对 称 性 从 绕 一 切 方向 的 转动 对 称 ， 下 降 到 沿 宏 观 磁 矩 廊 四 的 
一 种 转动 ， 出 更 了 有 序 的 磁化 状态 

我 们 筹 把 铁 巧 相 变 看 成 是 大 量 最 格 上 自 旋 相互 作用 的 结果 。 
图 2.8 左 边 是 原来 的 晶 格 ， 著 名 的 Ising 模 型 就 是 将 每 边 两 个 自 放 
合 起 来 组 成 自 旋 块 ， 如 图 中 的 方 框 所 示 ， 而 变 成 图 2.8 右 边 的 有 


& 


e 


GUB. 
io pE => 


Bl2.8 自 旋 集团 模型 


x 


效 晶 格 。 现 在 相当 于 “尺子 ” 变 长 了 ， 即 


T,-T—XAT,-T) (2.28) 
其 中 人 ,是 临界 温度 。 因 而 磁 矩 之 间 的 关联 长 度 上 就 相应 地 缩小 了 
一 半 ， 即 | 
ELA(T,- T)12 A""'ELT. - T 3 (2,29) 
其 中 = 二， y 叫 临界 指数 。 


(2.29) 式 就 是 由 Kadanoff 提 出 的 重 整 化 群 方法 的 基 M, 
而 K。.G。Wilson 发 展 了 临界 现象 的 重 整 化 群 理论 ， 于 1982 年 获 诺 


贝尔 奖 。 
(2.29) 式 的 解 就 是 
ET)-(T- T)" (2.30) 
或 T-T. ~E (2.31) 


EUT -全 ,理解 为 (2.23) RPN, ERREN (2.23) 式 中 的 


r, W (2.31) 式 即 是 
NAr)= V PNCr) (2.32) 


故 其 中 的 分 数 维 
D-l (2.33) 
; 
Bep) (2.30) , (2.31) 式 就 是 相 变 现象 中 的 标 度 律 ， 相 变 也 是 
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87 功率 谱 指数 和 分 维 


瓷 沌 时 间 序 列 反 映 物 理 过 程 是 非 周 期 的 ， 因 而 它 的 功率 谱 应 
是 连续 的 ， 则 功率 S(]) 或 5(k) 随 频率 f 或 波 数 8 的 变化 可 表示 为 


SCN)~f =t (2.34) 
或 SC(h)~h i =r? (2.35) 
其 中 8 叫 功 率 谱 指 数 。 
另 一 方面 ， 若 时 间 序 列 P(t) 或 空间 分 布 P(r) 是 分 形 现象 ， 
则 它们 的 标 度 律 应 是 | 
P(t)—t* i P(r)—r* (2.36) 


其 中 a 是 标 度 指数 。a 和 8 的 关系 很 易 求 得 ， 由 量 岗 分 析 知 


PUNES) tt uat 
| j (2.37) 


a P*Cr)--RS(R) sr -rí! 
^ (2.306) RA (2.37) 式 比 较 得 到 
B=2a+1 (2.58) 
若 把 单 变 量 的 时 间 序 列 看 成 是 一 条 线 ， 它 应 该 是 一 维 的 ， 但 
是 它 是 在 一 线 上 选 加 上 不 均匀 的 涨 落 抬 成 的 ， 故 其 拓扑 维 dg = 1 应 
小 于 分 数 维 D， 一 般 D 和 a 的 关系 为 


D-d*1-a (2.39) 
对 d = 1 的 单 变量 时 间 序 列 ， 由 《2.39) XX 
D-2-a (2.40) 
5 q-2-D (2.41) 
将 (2.41) ARA (2.38) 式 便 导 得 谱 指数 和 分 维 已 的 关系 
B-5-2D (2.42) 


(2.42) 式 将 功率 谱 指 数 8 和 分 维 吃 联系 起 来 。 图 2,9 分 别 是 高 其 


Zi 


É1MR (a), 1/fMAgr(D)RUIS GRE C DDESDCOBMN BUS 列 
和 它们 相应 的 功率 谱 ， 


S(f) 


logf 


Sry 


logf 
神色 虹 声 (或 1 /f ?噪声 ) 


S(f) 


log f 


(a) f= =1.2, D= 
(c) p= 2. 0， D= 


图 2.9 AREARE, RE, AEREE KRN ED 
1.9 
2.0 


1.5 


$8 市 有 不 等 比 的 标 度 
前 面 图 1.5 是 不 等 比 的 Canton 和 集合， 最 初 != 1 的 一 段 分 成 
n= LAmn- 的 两 仆 ， 而 去 掉 中 间 的 力 。 如 何 测量 它们 的 分 维 


呢 ? | | 
我 们 仍然 用 r 的 小 尺子 去 量 ， 设 每 段 量 出 的 数目 分 别 为 Ni(r) 


TIN .Cr), 故 总 数 
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N(r)» Ni(r)T N,(r) (2.43) 
由 于 每 个 小 段 都 和 一 个 大 段 自 相 似 ， 按 定义 《2,9) AS 


N (lr)= N lar)  N(r) 2r? (2.44) 
&& (2.43) RAAN: OMN: r) ESCAS | 
v (Z ) ， N,(r) = (7 y (2.45) 


K (2.44), (2.45) RARA (2.43) RE 


ee) (FE) 


即 12+12=1 (2.46) 
一 般若 分 成 六 段 不 等 比 r; 的 小 段 ， 则 《〈2.46) 式 可 号 为 
$r? =1 © (2.47) 


ser 相等 ， 则 〈2.47) 式 就 化 为 《2.9) 式 。 


对 图 1.5 的 Cantor 集 合 hot, NS 5, 有 


GG) o»: (2.48) 
算出 分 维 数 
D - 0.6110 (2.49) 
例题 ， 一 般 化 的 Cantor 集 合 ， 单 位 长 度 分 成 三 份 ， 一 份 长 Ai， 一 
份 长 A; = K^, (KERA) ， 去 掉 的 长 度 为 (1- A-A), RRE 
数 。 
解 ， 藻 我 们 按照 定义 (2.9) 式 来 计算 ， 取 ri =Ai 来 量 ， 得 到 和 
(A) =1+ 下 段 ,但 是 下 一 阶段 ,该 Cantor 和 集合 的 四 段 分 别 为 A;， 
AA, AAMA HAREA +A,)*?， 因 此 用 rs=At E, 
我 们 一 定 能 用 (1+ 长 )' 段 来 覆盖 该 集 ， 但 一 般 这 不 是 最 小 数目 。 
继续 下 去 ， 用 rs = (A1)" 去 量 ， 那 么 (1+ KK)" 段 一 定 可 以 覆盖 该 
集 ， 因 此 这 是 NCrs) 的 上 界 ， 故 得 到 DD 的 上 界 为 
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De lim log(1e KO" _log(1 + K) 
as) log(--) 
EAS ANAK = 1 时 。 

为 了 符合 自 相似 和 标 度 不 变性 ， 应 该 用 〈2. 47) 式 来 计算 ， 


即 
(A.)? + (KA)?=1 


$9 ”生长 现象 的 分 维 


前 面谈 的 自 相 似 的 分 形 ， 意 味 
AEREE THRE. A 
二 维 聚 合 增长 为 例 。 图 2.10 的 中 
心 点 原来 是 直径 为 一 个 单位 的 小 质 
AR, AmA txk iyt 边 聚 合 
上 四 个 直径 为 一 个 单位 的 小 质 操 
球 ， 共 五 个 小 质点 球 。 下 次 聚合 说 
变 成 9 个 小 质点 球 。 依 此 类 推 。 " 

这 种 远离 平衡 的 生长 现象 ， 科 ”图 2.10 一 纵 自 相位 分 形 聚 合 


用 ( 2.9 ) 式 来 量度 其 分 维 就 不 太 方便 了 。 为 此 我 们 令 1= EE. 


(2.9) 式 化 为 
N(1) = IPXD = EA (2.50) 


(2.50) 式 说 明 ， 车 其 线 跨 放大 ! 信 , 则 量 出 的 小 “立方 ” 块 数 目 
(就 是 站 。 对 于 图 2.10 而 言 ，! = 3 时 NN = 5， 帮 

= {985 -1.46.……: (2.51) 
irag (Percolation) 问题 ， 也 类 似 于 生长 现象 ， 随 首 
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格子 尺度 I 的 增加 ， 质 量 或 点 数 入 也 增加 。 


S10 HIRR AE 


我 们 前 面 讨论 了 自 相 似 的 分 形 〈《 邵 海星 线 )， 它 们 的 特点 是 ， 
图 2 .2 中 若 把 模 坐 标 r 放 大 4 倍 , 则 纵 坐 标 fC(4r) 也 是 f(r) 的 1 信 , 即 
f(Ar)=4f(r)。 但 是 对 于 布朗 运动 的 轨迹 情况 就 不 同 了 ,， 见 图 
2.11。 由 两 个 点 的 增 量 


- 图 2.11 布朗 运 动 轨迹 v OO ERST [EIE t 
Au= v(1) - v(f) (2.52) 
就 代表 布朗 运动 的 噪声 (参看 第 五 章 ) ， 一 般 Av 和 时 间 Æ At 
t; 一 + 之 间 的 关系 为 
Avcc At* (2.53) 


其 中 0<x<1 叫 标 度 指数 ， 对 通常 的 布朗 运动 ， a= 二, 它 表示 方 


差 和 t 成 正比 。 
若 把 Au 君 成 是 因 变 量 ，Ai 和 看 成 是 自 变量 ， 那 么 这 两 个 不 同方 
向 应 有 不 同 的 放大 倍数 。 例 如 ! 用 4# 代 在, 则 "就 应 该 用 AT vIVEE, 


对 于 布朗 运动 (e = 2 )， 若 时 间 步 长 扩大 四 信 ， 形 状 必须 扩大 二 信 
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才能 不 变 。 这 种 不 同方 向 的 标 度 不 同 的 非 均匀 标 度 就 叫 自 优 射 。 
图 2.12 是 x 和 y 方 向 聚合 增长 的 方式 不 同 ， 每 次 在 土 x 方 回 上 
各 加 一 个 质点 球 ， 而 在 土 y 方 向 上 各 加 两 个 质点 球 ， 共 七 个 质 局 


图 2.12 二 维 自 仿 射 分 形 聚 合 增长 
球 。 此 时 大 尺度 的 结构 就 不 单 是 小 尺度 的 放大 。 在 x 方向 上 要 扩 
大 3 倍 ，% 方 向 上 扩大 5 倍 才 能 成 为 大 尺度 的 第 构 。 
据 (2 .50) 式 有 两 个 维 数 


. log? . - 
D, log 3 -z1.77, D, = 


log 7 


log 5 — 1.21 | (2.54) 


s1 E. 


要 护 大 自 优 射 分 形 的 应 用 ,我 们 要 引进 零 集 的 概念 。 在 欧 几 里 
德 形状 中 ,车 将 其 与 一 个 平面 相交 , 则 其 维 数 要 减少 一 。 例如 三 维 
固体 球 用 一 个 平面 相 截 就 成 了 一 个 二 维 的 圆 面 积 。 xxr m eus 
另 一 平面 相交 就 是 一 维 的 线段 ， 这 个 线段 再 与 另 一 平面 相交 就 是 
OERI A o 类 似 平面 上 的 1<D<2 的 分 维 曲线 与 一 直线 相交 成 维 数 
D - 1 的 点 集 。 我 们 可 以 通过 选择 交 线 的 方 问 消 去 一 个 坐标 ， 
就 有 可 能 把 自 仿 射 的 曲线 化 减 为 自 相 似 揭 氮 集 。 例如 图 2 .11 的 布 
朗 运 动 的 轨迹 w(t) 与 轴 相 交 的 点 集合 v(t) = 0， 就 是 布朗 运动 的 
零 集 合 。 它 是 拓扑 维 为 零 ， 而 按 (2 .39) 式 分 数 维 为 D。=1-a。 
这 样 虽 然 布朗 运动 的 轨迹 是 自 仿 别 的 ， 但 是 其 零 集合 就 是 有 自 相似 
的 。 反 过 来 ， 自 仿 射 的 布朗 运动 轨迹 的 分 数 维 砚 古 

D2sD,*1-1-a*1-722-a 
= 1.5 (2.55) 
我 们 可 以 将 布衣 运动 的 轨迹 推广 到 地 形 的 高 度 z， 那么 
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Az oc Ar! ! (2.56) 
其 中 Ar*= (Ax)! c (Ay) 
虽然 地 形 高 度 是 目 仿 射 的 ， EE A E E SITIO CAS 导 得 其 
分 数 维 。 
D=3-a=D,+1 (2.57) 
此 时 地 形 z(x,y) 与 水 平面 的 交集 是 它 的 零 集 ,其 分 数 维 D, = 2-2, 
它 很 象 海岸 线 ， 因 为 x 和 ?是 等 价 的 ， 所 以 地 形 零 集 形 成 的 海量 


线 是 自 相 似 的 。 
零 集 的 概念 推广 到 温度 分 布 T(x,y,2) 和 密度 分 moly, z) 
等 ， 此 时 零 集 为 
T(x,y,2)=const, o(x,y,z) = const (2.58) 


它们 是 自 相 似 的 ,其 分 维 D=3-w， 从 而 温度 分 布 的 云 形 的 维 数 
是 

D-24-a (2.59) 
ZEE GJENEDS, mE MA ARREADA PRESS DEXR 3€ db Td 
维 〈d 个 变数 ) 分 数 维 布朗 函数 的 特征 ,它们 之 闻 的 关系 由 《2 .39) 
AH (2.38) 式 给 出 


D=d+1-a=dt1- FZ} -d+ 3f. (2.60) 
式 中 各 量 的 范围 是 
d<D<dt+1, 0<a<1, 1« «3 (2.61) 


总 之 ， 分 数 维 布朗 函数 vu(1) 对 于 许多 标 度 过 程 和 形状 提供 于 一 个 
很 好 的 模式 。 当 一 个 变数 (d = 1) 为 函数 时 ,分 数 维 布朗 函数 是 T 
声 的 很 好 的 数学 模式 。 当 二 个 变数 (d = 2) 时 ， 为 地 形 和 随机 表 
面 提供 分 形 模型 。 当 d = 3 时 产生 分 形 云 。 
“(2.60) 式 对 d = 1,2, 3 分 别 有 
B=5-2D(d=1), 8=7-2D(d=2), 
b=9-2D(d= 3) . 
(2.62) 
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$12 谱 维 数 


大 家 知道 在 d 维 均 名 介质 中 在 低频 端的 声 子 Cl PR AR PE E dà 
动能 的 量子 ) 的 语 和 w 的 关系 为 
SO) 一 0 | (2.63) 
但 是 在 分 形 介质 中 ， 此 时 SCw) 不 能 表示 成 S(o)~w?-! (其 
中 妃 是 分 数 维 ) 而 只 能 用 另 一 个 指数 Ds 来 代 蔡 (2.03) 式 中 的 qd， 
Bp | 
S(o)-—o?:7! (2.64) 
式 中 的 D, 有 反映 了 动力 学 的 性 质 ， 称 为 谱 指 数 。 
有 了 谱 维 数 D,， 均 名 介质 中 低频 比 热 和 温度 的 关系 T “就 变 
成 分 形 介 质 中 的 T?:。 就 波 传播 而 言 ， 其 扩散 性 质 仍 要 求 谱 维 
数 。 例 如 均匀 介质 中 的 随机 游 动 “请 参看 第 五 章 ) ， 游 动 距离 的 
平均 方差 


pn 


xt) ~t (2.65) 
而 在 分 形 介质 中 ， (2.05) ARAJN 
(E) ~P |. (2.66) 
HE (2.05) 式 中 的 比例 系数 为 扩散 系数 开 (x) 
K(x)’ (2.67) 
x(t)KQGO- (2.68) 


将 (2.67) 式 代 入 (2.68) RA 


yocp 559. 
E (2.69) 
或 y oc} i 
对 均匀 介质 4 = 0, 
将 (2.69) 式 与 (2.66) 式 比较 得 到 
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METET E (2.70) 


XE X-ROSSI, d> 2 HD, = $ 


$5 


第 三 章 “ 浑 沌 吸引 子 的 分 形 


$1 YE pu Bi 
出 现 浑 沌 的 最 典型 的 模型 是 生态 学 中 的 May 模 型 

Xat+1 7 Xn(l — X5) (3.1) 
它们 还 可 以 有 另外 两 种 形式 

Yasi 7 1— Ay! (3.2) 
TH 

2541 7 €7 Z, (3.3) 
其 中 


u- V/1-4 441, c= UL 一 2) 


TP (3.4) 


ED z-a(a- i) 
(3.1) 8] (3.3) 式 中 x，， yz 或 zw 代表 年 代 # 时 的 群体 数 。 EH 
4 和 c 是 控制 参数 。 
以 《3,1) 式 为 例 ， 当 xE [0，1]，AE [0 们 时 ， 人 参数 pk 变化 
时 ， 长 时 间 x,* 演 化 的 形态 可 以 有 好 多 种 。 
0<U 委 1 = 同时 ，xo 一 > 0 


1 LUS 3 - n Bj, xal- 


3«Cux 3.449 — Us 时 ，xs, 一 下 周期 2 ， 即 在 两 个 信 上 跳动 
3.449< us 3.5457 His X ,——» F Sl 4 ; 即 在 四 个 值 上 来 回 跳 
动 


/一 >3.57 = Hæ Xx,— EERST 
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图 3.1 显 示 了 状态 x, 随 参数 /的 变化 ， 人 参数 在 让， ，A，1 处 
状态 发 生 分 岔 ， 原 有 的 状态 不 稳定 ， 而 产生 新 的 状态 ， 它 们 分 别 `: 
Xo | 
1. 0 | 
大 年 


osp | 
小 年 


1.0 3.0 3.45 3.57 4. 0 B 
图 3.1 — (3.0) 式 状 态 *w 随 4 的 变化 


叫 周期 1 、 周 期 2 、 周 期 4 、… 吸 引子 ,这 种 过 程 叫 周期 倍 分 盆 。 
直到 1。 = 3.57 时 ， 周 期 变 为 2”， 因而 是 浑 沌 吸引 子 。 
应 该 说 明 ， 浑 沌 是 由 确定 性 的 系统 (3.1), 一 步 一 步 算 出 来 
HJ, 甚至 于 浑 沌 也 可 以 用 一 个 解析 表达 式 宕 示 出 来 ,例如 (3.1) 
ABE 4 时 ， | | 
X521 7 AXS(1— X4) | 
Hi— ARE x = sin*(2”x0)。 将 它 代 入 上 式 有 
sin?(27^ ! 30)  sin?[2* (2"20)]] = [2sin (2"10)cos(2"20)]* 
= Ax, (1-— x4) 
显然 ， 若 4 是 无 理 数 ， 那 么 解 就 是 非 周期 的 。 


82” 自 相似 性 及 标 度 律 


浑 沾 模 型 (3.1) 式 发 现 了 好 多 自 相似 性 的 规律 。 
l. ^T fà kA i Krs pp 之 间 的 关系 
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随 着 4 向 前 增加 ,后 面相 邻 两 个 分 使 点 的 4 值 之 差 是 前 面相 邻 

两 个 分 条 所 4 值 之 差 的 4,.669… 倍 ， 即 
fa 一 An-l 
LIS Hn 


其 中 6 是 一 个 无 理 数 ， 叫 Feigenbatm 常 数 
2。 周期 倍 分 岔 的 状态 值 x 之 间 的 关系 


设 d。 和 d+ 分 别 为 周期 2" 和 2"! 的 状态 值 离 x= 地 的 距 高 ， 


=6=4,.669 | (3.5) 


则 

d, -q:z2,5 (3.6) 
且 周 期 4 的 两 个 周期 2 状态 之 间 的 距离 d: 和 d : 也 有 类 似 关 系 ， 见 
图 3.3。 


£ 
iL 
d, 
/ N Xd 
1/2 ' —] 
| i a, | 
V] | 
| ZEN 

| i ! 


图 3.2 Feigeabaum 常 数 示意 图 
d, 
d, 
3。 f(x) 和 f(f(x)) 图 之 间 的 关系 
大 家 知道 f(x) 的 不 动 点 是 周期 1 m fO Gs BUTS 
点 ， 除 去 f(x) 的 两 个 不 动 点 外 ， 是 周期 2 。 图 3.3 是 fO) M 
FCC) BER, 


38 


二 0 (3.7) 


—3 
ZRER 
f) (a) . fC G0) (b) , f?) (ce) , ftG) (2) 图 象 
EIG) 的 一 段 ， 我 们 将 其 杠 在 边 长 设 为 1 的 正方 形 内 ， 在 
ff(x)) 的 一 段 ， 我 们 将 其 框 在 边 长 为 一 的 小 正方 形 内 。 从 这 两 


个 方 框 看 出 ,将 小 方 框 内 的 1(f(x)) 放大 a 售 并 倒 过 来 就 和 f(x) 
的 方 框 相同， 并 用 g(x) 表示 n 很 大 的 1 "的 极限 ，g(g(x)) 表示 
局 期 2w 的 1f“ 的 极限 ， 这 两 者 之 间 关 系 古 以 表示 为 


g(%)= -ag (sl - 23) (3.8) 
(3.8) 式 右 端 括号 内 的 之 表示 其 尺度 是 x 的 Lis, MERRIA 


x= HARR MAEA E. (3.8) 式 右边 的 c 即 者 
放大 a 倍 ， 负 号 表示 其 图 象 倒 过 来 。 
EE 


(3.8) 式 是 自 相似 的 泛 函 方程 。 
4. UBI iB A 2o 的 西数 E” M PCR DUE RR Af 
的 ， 特 别 在 分 岔 点 处 两 者 的 斜率 均等 于 -1 
5。 Ks+1 处 的 周期 是 4 ,处 周期 的 2 倍 ， 趾 
n(us s.) = 2n(u,) (3.9) 
(3.8) 式 ，(3.9) 式 以 及 第 (4 ) 点 可 以 看 成 是 浑 泪 典 型 (3,1) 
的 自 相 似 关 系 和 标 度 律 。 


83 上 eligenbaum 常 数 和 分 维 


我 们 现在 就 利用 浑 沌 的 日 相似 关系 和 标 度 律 来 导出 Feigen- 
baum 背 数 和 标 度 律 ， 我 们 对 用 爱 沌 将 型 的 《3.2) 式 的 形式 。 
根据 (3.2) ， 图 期 1 的 不 动感 由 : 


y=1- hy | (3.10) 
解 出 为 s 
= 1+Y ltt (3.11) 
f'y) = -24y21- V 1*4À (3.12) 
周期 2 的 不 动 点 由 
y-2füÜCyD-1-AC1- Ay (3.13) 
解 出 为 
它 的 斜率 . 
f"(» 240-2 = (3.15) 


我 们 利用 $2 标 度 律 的 第 (4) UR, JO) 和 P0») 在 周期 倍 分 色 
的 累积 点 4- 处 要 等， 由 (3.12) fü (3.15) 式 得 
A(1-À.)2 1-7 V 1 4À. (3.16) 
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Hi (3.16) ZAH 


_7+w17 
8 


1。 2: 1.39 — 7 (3.17) 


实际 的 i 数值 是 多 少 呢 ? 我 们 只 要 将 ks。 = 3.57 代 入 (3.4) 式 , 求 
出 

Às 7 1.4011 © (3.18) 

(3.18) 和 (3.17) 式 比 较 ， 两 者 是 很 接近 的 。 | 

”同样 ,将 f(y) 和 PO») MARRAS DAMER A M 


Mb d 

4(1—-4/)s1- V1-*44 (3.19) 
将 上 式 对 4/ 求 导 得 / 

-.1 i (2A. 

T4= -C t4) E ). 
因而 Feigenbaum 常 数 

.( 04 rr | 

6= (Br), =2V IF 4i. =5.12 (3.20) 


它 和 实际 数值 4.669 相 差不多 。 
因为 周期 倍 分 岔 的 周期 " 随 着 参数 1 的 变化 可 以 表示 为 


n(A)—(As— Aa)" (3.21) 
又 设 

A Àac-0^" m (3.22) 
由 标 度 律 (3.9) x, d 

1 _ nAn) ArT — _ . 

2 nhar) à" (3.23) 
由 此 求 得 

_ ln2 : ` 
r= n7 0.4498 (3.24) 
现在 利用 泛 函 关系 (3.8) 式 ， 设 函数 g(x) 的 形式 为 
g(x) 31- hex" (3.25) 
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ff (3.25) 式 代 入 (3,8) 式 得 
hx -of1-4[1-4.(-) |} 
al-4.)- e = )x + OC) 
比较 两 边 x 的 零 次 窒 和 二 次 帘 的 系数 


a(1—4.)*» -1 
la 212 (3.26) 
a 

由 此 解 得 

1- = 了 了 (3.27) 

a?-2a-2= 0 (3.28) 
由 (3.28) 式 解 得 另 一 Feigenbaum 常 数 为 

a= L(2*v12)- 16/8 - 2.73 (3.29) 
这 个 数值 和 实际 值 2,5 相 差不多 。 
将 (3.26) 式 的 第 一 我 两 边 公 以 4。 得 

-a = —a(As — A3) (3.30) 
A | 

Ån Àe — £0, An+1 FATE | | (3.31) 


将 (3.31) ARA (8.30) 式 得 
Àe + EÔ = -a(As.. +E)(1-—åAn+1 — €) 
一 —Qa(hn+i *tE€—Àn241—72Às41€67 — &) 
EXxup4éno0, WRAAE R RAS TI 
6-22aj,—-a-a(241,—-1)7-a^-a 
- 4.72 (3.32) 
它 和 实际 数值 4.669 相 差不多 。 
至 于 维 数 ， 我 们 利用 〈2.46 ) 式 ， 设 周期 2 的 两 个 x 之 间距 
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离 为 1 ， 则 周期 4 的 两 个 周期 2 之 间 前 距离 就 分 别 为 


_1 E | 
l= l= : (3.33) 

(3.33) ARA (2.46) 式 得 
(G-a een 


这 是 ( 二) 的 二 次 代数 方程 ， 求 得 


站 -log(5+1)/2 0 524 (3.35) 
loga 


E ERRAT ， H Ft PL EHE CP BOR DL RA R à 构 B3 3L 


7 浑 沌 和 相 变 之 间 的 相似 性 


上 一 章 我 们 讨论 了 相 变 的 自 相 似 律 和 重 整 化 群 思 想 ， 对 照 一 
下 本 章 的 浑 沌 自 相似 的 标 度 律 ， 两 者 非常 相似 ( 见 表 3.1) 。 相 


3.1! 列 出 相 变 和 浑 汗 之 间 关 系 对 辕 


Hm * 浑 n 


F3 88 e o f 893 HAARE 
4 一 He 

B —We0(h—ho) 
FIER EY 0; ES RB) 
周期 售 分 岔 票 积 点 ha 
R(U)=R(pæ) TOO— Ho) 


“四 个 自 旋 结合 成 一 群 
参数 T 一 TT。 
T-—T,—X(T-T e) 

重 就 化 群 变换 T=R(T) 

变换 不 动 点 TT。 

线性 化 R{T) -R(T 2) FA(QT-T e) 

ECT) 7580) «Qr m das c) 
临界 指数 vm 


ECT) ~(T-T.)” nt 一 Ko) 
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变 和 浑 沌 之 间 的 相似 之 处 有 其 物理 的 本 质 联 系 ， 它 们 都 是 有 大 量 
粒子 《大 大 小 小 尺度 ) 的 复杂 现象 ， 更 有 可 能 使 我 们 能 用 重 整 化 
群 方法 来 研究 浑 沌 。 / 

最 后 我 们 还 要 指出 ， 重 整 化 群 变换 

T= R(T) | (3.36) 
有 两 个 吸引 子 ， 

T= 0 利 T=% (3.37) 
它们 分 别 相应 于 完全 的 有 序 和 完全 的 无 序 。 而 在 临界 温度 了 -上 ， 
不 管用 什么 尺子 去 量 ， 其 关联 长 度 都 是 无 穷 大 ， 其 相 变性 质 并 不 
改变 ， 所 以 说 了 .是 (3.36) 的 不 动 点 

T,-R(T.) (3.38) 
Wim (2.30) 式 看 出 了 -了 。 愈 大 ，5 变 小 ， 因 而 了 .不 是 稳定 的 
A3). T. 又 不 能 是 完全 不 稳定 的 不 动 点 ,和 否则 所 有 参数 在 重 整 
化 变换 下 不 断 放 大 ， 系 统 的 个 性 表现 得 愈 来 您 突出 。 因 此 临界 点 
T. 只 能 是 鞍点 类 的 不 动 点 , 它 可 看 成 是 上 述 两 个 吸引 盆 的 边界 ， 
就 是 下 节 要 介绍 的 复 映射 的 Julia 集 。 


$5 复 映 射 和 Julia 集 


浑 沌 模型 《3.1) 是 在 实数 范围 内 的 迭代 映射 ， 现 在 考虑 z 是 
复数 ， 则 如 下 映射 | 

25417 28 * C (3.39) 

dic-c.tic;, 2-2Xtiy, 53.39) n] LUE y —^P — HEBR 5] 
(t -X44—4-c, | (3.40) 

Yny = 2X syn t €; | l 

在 相 平 面 (x, y) 上 ， 映射 (3.40) 的 动力 形态 取决 于 控制 参数 
c。 对 于 某 个 固定 的 c 值 ,迭代 结果 要 么 z。 在 相 乎 面 上 趋 癌 无 穷 大 ， 

要 么 z。 被 限制 在 相 平面 某 个 有 界 的 区 域内 ， 那 么 该 区 域 的 边界 就 
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叫 Jnlia 集 。 


”例如 取 c= o+of， 那么 如 果 |zj< 1， 风 在 复 z 平 面 上 迭代 皆 
果 z, 一 0 ,如果 |z|>> 1 , 则 在 复 z 平 面 上 迭代 结果 12. | -7 00, tm 
[z= 1, 则 |>,| = 1 ,因此 两 个 吸引 盆 (z= 08112] = o) 之 加 
的 边界 ， 即 单位 圆 |z| = 1 ， 就 是 Janlia 集 ， 见 图 3.4(a) 。 


图 3,4 两 个 吸引 盆 的 边界 
(ay c=0 (b) e 


图 3.5 Julia% 
(2) cm 一 1 (b)c--0.140.8/. (c) c—0.3—0.4i 


对 于 c 关 0 Julia 和 集 的 形状 则 是 多 种 多 样 的 分 维 结构 ， 见 图 
3.4(b)。 图 3.5(a)，(b)，《c) 分 别 是 e= —1, c9 -0,1+0,8i 和 和 
c= 0.3 — 0. Ait ig Tuliaf£, 

Juiia 集 的 实际 例子 是 求解 三 次 方程 


f(z)225-120 (3,41) 
三 个 根 的 Newton 失 代 法 ; 
| m _ fX » H 一 _ (zn — 1) 
2041 72s FGA 或 Zg; 725 ^ aoo (3.42) 


(3.41) 式 的 三 个 根 是 1 (相当 于 单位 加 上 的 三 点 钟 ) ， -7t 


r (相当 于 单位 圆 上 的 十 一 点 钟 ) 和 E - 区 相当 于 单位 


图 3.6 无 穷 复杂 的 边界 

(ay 用 和 牛顿 法 求 一 1 的 立方 根 时 平面 被 分 成 三 个 区 域 ， 图 中 所 有 白 
贞 被 吸引 到 最 大 白色 区 域 中 的 一 个 根 所 有 黑 点 被 吸引 到 另外 两 个 要 
中 一 个 (b) (Cc) 是 (d) 的 局 部 放大 


46 


Bl Ek . (3.42) 式 和 复 映 射 (3.39). 式 一 样 是 一 个 动 
力 系统 ，(3.39) 式 有 两 个 吸引 子 (一 个 有 和 界 , 一 个 无 穷 ),(3.42) 
式 有 三 个 吸引 子 。 从 复 平面 上 任何 地 方 的 初 值 z 开始 授 代 ， 最 终 
应 该 滑 到 其 中 的 一 个 吸引 子 。 我 们 可 能 会 想 ， 三 个 吸引 子 的 吸引 
盆 的 边界 应 该 是 简单 的 。 计 算 机 在 复 平面 上 逐 点 扫描 的 结果 并 不 
是 这 样 。 导 致 一 个 根 的 点 用 白色 标记 ， 导 致 其 它 两 个 根 的 点 用 黑 
色 标 记 。 结 果 发 现 两 种 颜色 之 间 的 边界 永远 不 能 清楚 地 形成 。 没 
有 一 个 点 是 两 种 颜色 的 边界 。 三 个 扇形 区 域 的 边界 具有 一 种 特别 
的 性 质 ， 即 上 面 每 一 个 点 都 隔 开 所 有 三 个 区 域 。 图 3.6(a) 就 反映 
这 种 复杂 的 边界 。 而 且 把 3.6(a) 的 图 形 放 大 ， 又 会 形成 自 相 似 的 
结构 ， 如 图 3,6(b)，(c)。 所 以 通常 认为 Julia 集 是 分 数 维 结构 ， 
并 且 在 这 个 集 上 迭代 的 运动 是 浑 息 运动 。 可 以 认为 这 种 爱 黎 的 边 
界 是 现实 世界 物理 过 程 的 一 种 反映 。 

刚才 Julia 集 是 在 复数 平面 《x，y ) ES. 对 于 复 映射 
(3.39) 式 也 可 以 在 复 参数 平面 Cer c) 上 进行 ， 此 时 不 是 取 
定 c， 而 是 到 定 z2。( 例 如 z。= 0 ) ， 那 么 我 们 就 得 到 如 下 机 违 
|» 0,06 ctc, (tete, Clete) - e, v e, nnn (3.43) 
那么 使 得 上 述 轨道 1zs, | 有 界 的 点 集 (crs c;) 就 是 Mandoibrot 
集 ， 理 论 上 很 易 说 明 只 要 上 述 轨道 上 任何 一 点 的 复数 模 大 于 2 , 
则 |z。| 就 趋向 无 穷 ， 那 么 该 点 集 (c, ,ci ) 就 不 属于 Mandelbrot 
集 。 事 实 上 上 上， 车 1z| 宇 1c| 之 2 的 任何 一 点 2:， 则 


l2? t e|zmlzl*- lelzmIzl*- 12| 


= |z|(|z| - Dll (3.44) 

图 3.7 是 典型 的 在 复 平面 (crs ci) 上 的 Mandelbrot 集 。 图 中 标 
出 的 数字 是 代表 周期 的 数目 。 
从 图 2.7 上 我 们 看 出 几 操 : 


(1) MM 集中 最 大 的 心脏 线 区 代表 周期 1 ,在 c= - 4.75 切 于 
心脏 线 的 是 周期 2 [3 b . 其 中 心 在 c= - 1, 到 | C5 一 一 1.25 又 一 个 
小 圆 相 切 于 周期 2 的 大 圆 。 故 c 是 实 参 数 时 ， 图 3.7 的 放 集 就 显示 
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图 3,.7 Mandelbrot 集 上 球状 的 周期 


出 和 周期 倍 分 贫 浑 沌 之 间 的 关系 。 而 c= -1.75 的 小 圆 相应 于 将 
沌 区 的 局 期 3 窗口 ， 周 期 倍 分 岔 的 累积 所 c<- 必 一 1.40。 

(2) 在 复 平面 上 看 ,分 岔 就 相当 于 凡 集 上 的 发 区 状态 ,例如 
心脏 线 边 缘 上 发 芽 出 的 两 个 周期 3 ， 两 个 周期 4 和 两 个 周期 5 。 

Mandelbrot 是 首先 从 复 c 平 面 (c.，c: ) 上 来 区 分 复 z 平 面 
(x, y) 上 Julia 集 形状 的 。 他 发 现 若 c 值 选 在 M 集 内 ， 则 相应 的 
Julia 集 是 连通 的 ,c 如 不 在 对 集 内 , 则 相应 的 Julia 集 是 不 连通 的 。 
特别 在 内 集 边 界 上 的 c， 决 定 出 的 Julia 集 变化 就 非常 剧烈 ， 这 就 
是 为 什么 吸引 域 的 边界 和 实际 物理 过 程 中 的 相 变 相 联 系 的 原因 。 

关于 Julia 集 的 分 维 ， 至 今 知道 得 很 少 ， 当 |c| <1， 
Ruelle 得 到 一 个 公式 


_ Gk 
D=1+ 1log2 TE Br (3.45) 


$6 Yorke 公 式 


从 浑 沌 意义 上 知道 ， 浑 沌 吸引 子 是 整体 上 的 稳定 性 和 局 部 不 
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稳定 相 绪 合 的 结果 ， 是 伸 长 和 折 失 的 产物 。 因 此 局 部 不 稳定 或 伸 
长 ， 使 ? 维 相 空间 中 至 少 有 一 个 Lyaptnoy 特征 指数 为 正 。 例 如 
在 三 维 相 空间 中 ， 三 个 Lyapunov 指 数 的 大 小 排列 为 
LE ZLE: ZLE, (3.46) 
其 中 
LE>0 ` (3.47) 
RAMES. HLE,0 
Lyapunov 特 征 指数 和 分 维 的 关系 ,Kaplam 和 Yorke 和 猜想 为 


2 LE, 
D-PU TEE Veo) 
j 
其 中 j 是 使 5 LE , 0B8J&Ad 3, Bp BE 
} J*1 
2 LE:>0 HO,LE,«0 (3.49) 
时 /的 数值 
对 浑 沌 吸引 子 CB IHE) 整体 上 稳定 或 折 壕 性 质 使 。 
LE,- LE,* LE,« 0 (3.50) 


下 面 我 们 来 证 明 Yorke 公 式 〈3.49) , 
拿 三 维 相 空间 来 讲 ， 设 想 一 个 单位 立方 体 ， 经 过 很 小 的 时 刻 
tb. WEVER 
V(r)2 1«e£5i* 8a*L8,) 
= (LE, ELEM (3.51) 
而 每 边 长 缩小 为 
站 = CEFE3 (3.52) 
我 们 就 用 边 长 为 r 的 小 立方 块 去 量 V(r)， 共 量 得 数目 
(LE,t*LHB,)'*t* 


N 一 EESE | (3,53) 


按 分 维 定义 (2.9) X 
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pz legN _ CLE, * LE,- 3LES)*v 


log L -LE;*« 
r 
一 _ LE. LE, 
2 LE. 2+ TE (3.54) 


(3.54) AME Yorke AA (3.49) 中 j= 2 的 情况 。 这 就 验证 
了 Yorke 公 式 
Yorke 公 式 对 三 维 相 空间 的 另外 三 种 吸引 子 也 是 成 立 的 。 例 
im 
定常 吸引 子 ， 其 Lyapunov 指 数 为 
LE,<0, LE,<0, LEs<0 (3.55) 
因而 j= 0, 故 D= 0 
对 周期 吸引 子 ， 其 Lyapunov 指 数 为 
LE =0, LE,«0, LE;,<0 (3.56) 
因而 j= 1, #tD= 1 
对 二 维 环 面 上 的 拟 周 期 吸引 子 ， 其 Lyapunov 指 数 为 


LE,- 0 $ LE, = 0 多 LE,< 0 (3.57) 
因而 j= 2 , 故 D = 2 o 
例如 对 于 Lorenz 系 统 

ty 

iye9rx-y-xz (og = 10, b-8/3, r=30) 

[2 -xy-bz | 
ETLE, = l, LE,= 0 , LE, = — 14.5, JAH (3.48) 算得 

1 
D=2+ 一 1 2.07 
$7. 浑 沌 吸引 子 的 信息 


在 第 四 竟 中 我 们 将 看 到 信息 利 分 维 有 着 蜜 中 的 关系 。 为 此 ,我 
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们 对 浑 沌 模型 ( 3,1 ) 式 来 讨论 其 信息 是 如 何 变 化 的 。 为 了 简单 
起 见 ， 设 

x= sin*( 7. y) osyxl (3.58) 
将 (3.58) 式 代 入 4= 4 的 (3.1) 2H, WE 


(= 
因而 映射 (3,1) AMA DLE RUE 3] 


2n 0x: y,x0.5 


sa OD Du NPE (3.59) 


其 图 象 如 图 3.8。 由 〈3.59) 式 可 以 
SU, O.) = 2， 因 而 所 有 周 
期 倍 分 侈 吸引 子 都 是 不 稳定 的 ， 只 
FEER To 

0 "Vin 1 可 Shannon 信 息 定 义 ， 一 个 事 
图 3.8 帐篷 映射 件 发 生 后 所 获得 的 信息 量 为 


I= -pilogp: (3.60) 
其 中 p, 是 每 一 个 可 能 结果 的 概率 。 因 此 结果 愈 确定 ,其 信息 量 愈 


小 。 


在 图 3.9 的 横 坐标 上 ， 将 C0, 11 区 间 分 成 "等 分 ， 茶 个 局 
出 现在 [0 , 1 ] 区 间 上 的 概率 是 一， 这 也 可 以 叫 作 分 辩 率 ， 因 
而 分 辩 率 愈 高 ， 信 息 量 愈 大 。 故 按 〈3,60) 式 其 信息 量 为 


h-2-Y Llog (3.61) 


j-1 
选 代 一 次 以 后 ， 间 隔 就 变 成 1'(y)* 二 = 二 ， 即 分 辨 率 下 降 ， 因 
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l = - flog —.. (3.62) 
将 (3.62) 式 减 去 (3.61) 式 ， 即 可 得 到 信息 量 的 变化 为 
AT = 了 -了 


NM Zlog2 + 1 一 log 一 


j"1 
= 一 log“ + log% 


o = ~ log2= ~ log| f’ (y, )i (3.63) 
(3.63) AWH, KÆRI (3.60) AFER- K RRR 
信息 丧失 lbit。 BAKR, 平均 信息 损失 为 


^I -LYyned/'Go (3.64) 


= 一 log2 
可 以 验证 对 于 等 概率 初 条件 浙 近 ( n7 99 ) 操 集 的 概率 分 布 沙 
数 p(x) 是 (k= 4 时 ) / 
pix) = ——dlo o4 
z[x(1- x)]: 


事实 上 


| plx)dx -| da=’ d(sin'0) 


"a[x(1— x)] 2 e zsinOcos 


) (i 
[2 2 10-1 


那么 对 于 所 有 的 条 件 的 平均 Lyapunov 指 数 为 


LE- ('oCO12| 4 ax - | 


52 


-人 2+lall-2 g 
i 
° Exi- x)1: 


= 21n2 4 2| 一 人 -2x) dx 
! axl- x) 1? 


X 


gcns infolgo a la(sinf)d[ ~ sin"'(1- 2x)] 
= 2in24 2 | lnCsin0)( — d8) 
1 
2 X 
= ln? + 2( 一 1n2) = jn2 
a 2 


这 和 以 上 分 析 绪 论 一 致 。 


$8 浑 沌 吸引 子 的 多 分 维 


从 《3.8) 式 知 ，r 次 选 代 以 后 一 维 映 射 〈 3.1 ) REKA 
一 个 偶 函 数 g(x)， 它 满足 


g(ax)= ~ agCg(x)) (3.65) 
它 满 足 边 条 件 ( 或 归 一 化 条 件 ) 
g(0)= 1 
吸引 子 9(x) 产 生出 若干 迭代 值 
X11 g(0) = ! 
xa g(g(0))= - Lg(0)- - 
Xs g(g(9C00)) =g( -+) = (i) (3.66) 
1 人 -1 _L_ 了 |([_ 工 1- 工 
ML «(s(1.))- -790s i Lh 
X21 = g(x,.) 
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X Tn 4 的 点 均 落 在 区 间 
[x,., x; PE xs, x] 
落 在 这 两 个 区 间 的 概率 是 相等 的 ， 邵 


Pi= PT. 


(3.67) 


(3.68) 
但 是 收缩 比 为 


= 一 (3.,69) 


1 ly 
(z) , (2) (3,70) 
(a) Del 
"C 
1- g(a) 
利用 下 章 多 分 维 的 运算 ， 很 易 从 〈3.70) 求 出 
D,-70.537, D,-20.518, D,-0.501, D.- 0.394 


$9 ”二 维 映 射 及 吸引 域 的 边界 


一 维 映射 《3.1 ) 式 具 有 分 形 结 构 或 多 分 维 结构 ， 而 二 维 映 
射 的 浑 沌 吸引 子 也 具有 这 种 分 形 结构 。 


FEIERT HEBR SI Heno” apk 3j 
Xo: = 1 t byo 7 ax 

人 (3.71) 

也 可 以 写成 | 
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Xs; lt Y, ax, 
| Y n41 = bx, (3.72) 
KPY ;= by， | 
映射 《3.72) 是 一 个 收缩 映射 ， 即 Jacobi 行 列 式 为 


l= | oz。 — 9Ys | = -8 
Yasi Ynis (3.73) 
OX, OY , 


BRIT (3.72) 有 两 个 不 动 点 


-(1-b)xv (u-b)y +4a 
2a 


y= 


»-2t-(ü-5 £v -bF i0] (3.74) 


对 于 a=1.4，b= 0.3， 这 两 个 不 动 点 分 别 为 
(0.631, 0.631) , (-1.131, -1.131) (3.75) 


它们 的 Jacobi 和 矩阵 的 特征 什 
A= 一 1.924 Às =0.156 (3.76) 
Inl 1 | l4 «1 


因此 每 一 次 迭代 就 相当 于 进行 一 次 伸 长 和 折 选 ， 一 个 半径 为 + 的 
SNE, Bnk ER, WERKA Aral” Ehr] "Bh 
Al, 元 图 3.9。 | | 


lil e | 


KER 
—— EIL 


图 3.9 ”二 维 映 射 将 小 圆 变 成 精 加 
因此 车 用 边 长 为 r? 的 小 方块 去 覆盖 它 得 到 的 数目 为 N(r)， 则 用 过 
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Kll "的 小 方块 去 覆盖 它 得 到 的 数目 就 是 


NGA" =EN) (3.77) 
按照 分 维 定 义 (2.9) xX 
wo 人 
故 有 
1 Y ll” /1Y? 
uis.) " ari) 
两 边 取 对 数 求 得 | | 
.Q.. ÀdHnlAi. LE, 
D=1 nial 1 TEET (3.78) 
其 中 | 
LE, - e--In|1il, LE, = la] ha (3.79) 


分 别 是 Lyapunov 指数 。 公 式 (3.78). 的 一 般 形 式 就 是 Yorke 狂 
想 (3.48) 式 。 例 如 将 (3.76) ARA (3.78) 或 求 得 
| D 21.35 | 
Heno'n 吸引 子 的 维 数 处 在 1 和 2 之 间 是 显然 的 ， 因 为 最 终 状 态 
是 一 种 长 变 是 无 穷 大 的 集合 
$5 已 经 说 明 Jnlia 集 是 两 个 吸引 盆 的 边界 ， TAKAV 
构 。 在 二 维 上 映射 中 也 存在 分 形 的 吸引 倪 边 界 ， 例 如 映射 
. Xnii = HX t+ COSÓ, (3.80) 
0,,, = 20,(mod2z) | 
其 中 1<w< 2 | 
因为 映射 (3.80) A Jacobi ERRIRE Æ un 1582, Br A 
它 没 有 有 限 的 吸引 子 ， 它 的 吸引 集 分 别 是 x= —coflix- toco, 
我 们 现在 来 找 这 两 个 吸引 盆 的 边界 x= f(0 )。 我 们 任 取 一 个 
有 限 的 xw， 找 一 轨道 使 其 末端 是 zw， 由 《3.80) | 
Xp-1 =K xg- i^ cos(2*71 0,) (3.81) 
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AURA TER RS MEA 
xy =u P xy De ' cos(218,) (3.82) 


因此 两 个 吸引 盆 的 边界 是 使 zw 为 有 限 (3 N-=co) 的 集合 ET 
0) > MARGERA E 


x= 一 Y u7!-! cos(210)= f (0) 2 (3,83) 


(8.83) RM (1.1) 比较 可 以 看 出 ， 它 是 Weierstrass 有 曲线， 册 
Tuoi, (3.83) 式 是 收敛 的 。 但 是 它 的 微 商 


d$) -LY (2) o6 (3.84) 


&Tach, (30 KRRARH MUUUETM. BEEN 
HR (3.82) 的 分 维 数 为 


logg 
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第 四 章 “多 分 维 及 其 标 度 律 


81 音标 度 和 多 标 度 


在 第 二 章 中 ， 单 一 的 标 度 和 分 维 是 与 自 相 似 和 均匀 各 向 同性 


MARRE- EM. 
先 拿 传统 的 Cantor 集合 来 讲 ， 我 们 可 以 理解 成 质量 是 均匀 


分 布 的 。 我 们 把 Cantor 集 合 看 成 是 由 长 度 r。=1, 质 量 P,=1 的 一 
个 均匀 棒 逐 步 形 成 的 。 


POSREDNE, RUN AAA A1, MR 


将 它们 分 别 锤 打 成 长 度 n = 地。 这 样 密度 由 ps = Do = 1 变 成 密度 


图 4,1 传统 的 Cantor 集 合 棱 


p= 了 上! = 了 -= 3/2。 重 复 以 上 过 程 ,就 得 到 密度 不 断 增加 《在 图 


1l 
4,1 中 密度 是 以 棒 的 高 度 来 表示 的 ) 、 而 长 度 不 断 减 小 的 Carntor 
集合 ， 见 图 4.1。 
H nb, RA N = 2 7" 个 小 冉 ， 每 一 个 长 度 为 — 
r;=37" (i=1,2, N) (4.1) 


每 一 个 棒 的 质量 为 

Pi=2"= — Goi2,-N) (4.2) 
并 且 在 这 个 过 程 中 总 质量 是 守恒 的 ， 即 

Y P,-1 | (4.3) 
若 把 每 一 小 段 棒 的 质量 写成 

P; =r; E (4.4) 
RaR, MA (4.1) 式 和 《4.2) 式 看 出 

27"-(37^)» (4.5) 

^ log Bn 

故 2 og3 (4.6) 
因而 密度 

e, s PE =por" (4.7) 


因为 r, 一 0 时 ， p;-0Oo (EERO, 所 以 标 度 指 数控 制 密度 的 奇 
异性 ， 故 wx 也 加 奇异 性 指数 ， 数学 上 骨 Lipschitz-~ 了 blder 指 数 。 
从 〈4.2) 式 还 君 出 ， 这 种 Cantor 集合 的 质 质量 可 以 看 成 是 均 
匀 分 布 的 。 这 时 也 可 以 说 带 有 奇异 性 指数 o 的 奇异 性 是 由 一 个 分 
数 维 f = 万 所 支持 的 。 
对 这 种 梯 的 分 布 函数 已 (r) 可 表示 为 
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F(D=| pe(Ddr=| 4P (4.8) 


其 人 次， 第 二 章 中 的 均匀 间歇 兴 流 模型 也 是 属于 单 标 度 。 由 著 
4 EUR EM D Navier-Stokes 7f 


D.* vo - -JPa viv (4.9) 
和 不 可 压缩 连续 方程 
V* v-0 (4.10) 
在 如 下 的 标 度 变换 下 ， 
rr, VA v, f, VArt (4.11) 
形式 不 变 。 
此 时 三 维 汕 流 能 量 耗 散 率 
E= »(X* v )! (4.12) 
则 满足 如 下 变换 
A Ws (4.13) 


U,Frisch 考 虑 小 尺度 涡 旋 并 不 充满 空间 , 考 原 来 涡 旋 的 尺度 
为 1 ， 则 串 级 # 次 以 后 的 涡 旋 尺度 rs = 2-”。 图 4.2 的 阴暗 部 分 代表 
活动 涡 旋 的 串 级 方式 ， 它 们 只 占 空间 的 部 分 为 68=2?-，， 其 中 DD 
是 分 维 ， 此 时 从 尺度 rs 的 涡 旋 输送 到 ra AI 8 De 89 B6 ER 29 €. 


cc vs ， 其 中 us = Au 是 速度 差 。 由 于 串 级 过 程 中 能 量 输送 率 是 
常数 ， 即 
! Un — HY 
60 7 Benni, T 7" (4.14) 


HEX (4.14) 式 的 解 为 


v 
Te =p z(9P73)-"2(27")?7 zi pP? 


故 v,-AvT pp = T2 
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图 4.2 6 模型 串 级 格式 


由 (4.15) 式 就 得 到 标 度 指数 


,. D-2 


3 (4.16) 


E EI BR BE t, = e , 86 EE. - Enta, Pr URE EE WREE 


Us 


于 时 间 尺 度 1,， 由 《4.15) 式 


5-D 
3 


r 
ty = 一 一 CC r.p 
Un 


St (2.37) 式 ， 能 量 的 量 纲 又 为 ”2 ， 由 此 
2,3-D 
Pityt a 


5, 3-D 
p= r (4.17) 


IXCOEEBgNDULIAIBIONA. SD-3Bj, H (4.16) 式 和 (4.17) 
式 得 到 | 


a-l p= 二 . : (4.18) 


XXL Jé KolmogoroviM5] 4 HRE mM, Eh (4.13) 
式 若 ，e 是 标 度 变换 的 不 变量 。 

这 两 个 例子 都 说 明 ， 对 于 均匀 分 布 的 物理 场 的 分 形 ， 我 们 只 
要 一 个 标 度 指数 a 及 其 相应 的 分 维 万 来 描述 ， 此 时 大 尺度 结构 是 
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小 尺度 的 放大 。 

但 是 实际 的 物理 场 常常 都 是 非 均 匀 的 分 形 ， 如 人 口 在 全 球 分 
布 ， 气 象 台 站 在 全 世界 的 分 布 ， 溃 流 能 量 耗 散 率 的 分 布 ， 杂 质 在 
表面 的 分 布 ， 磁 矩 涨 落 的 分 布 ， 金 属 〈 如 金子 ) 的 分 布 等 ， 它 们 
的 每 一 小 部 分 可 以 有 不 同 的 标 度 指数 (如 第 二 章 介绍 的 自 仿 射 )， 
此 时 大 尺度 结构 就 不 再 简单 地 就 是 小 尺 庆 的 放大 。 


8$2 非 均匀 分 布 的 Lantor 集 合 


上 一 节 的 Cantor A, N 个 小 榜 中 的 每 一 个 ， 其 质量 者 
为 工 。 现 在 考虑 质量 已 ,为 非 均匀 的 Cantor 集 合 棱 。 CHERI 
UE i, JW Er, 一 l, E EAP, -], 55 — MINES ATWPPE, 


左 段 长 度 r, 20.25, BEEP, 0.6, AWK Er -0.4, RE 
量 为 P,=(1-0.6)=0.4。 中 间 一 段 去 掉 。 如 此 下 去 ， 将 左 段 各 布 


段 再 各 分 成 两 股 。 左 边 的 两 段 长 度 分 别 为 二 .二 ， 二 "二 ， 质 量 分 


别 为 PP,，P,P:。 右边 两 段 长 度 分 别 为 "十 ， 二 "二 ,质量 分 别 
APP, PP; 依 此 类 推 ， SLT n H6 4.3 的 不 均匀 的 Cantor 集 
2. 
此 时 我 们 既 不 能 象 均匀 棒 〈 图 4.1) 那样 以 同一 盒子 斥 度 
(4.1) 式 去 量 ， 因 为 此 时 第 一 步 若 用 -< 的 尺子 去 量 得 盒子 数 为 
2 ， 但 此 时 并 不 能 反映 左 用 和 右 自 的 不 均匀 的 长 度 。 我 们 也 不 能 
象 第 二 章 带 有 不 等 比 的 Cantor 集合 那样 用 两 个 尺子 ， 但 是 不 能 
反映 不 均匀 的 质量 。 

为 了 反映 质量 的 不 均匀 ， 我 们 使 用 质量 的 g 阶 矩 忆 P?， tf 
表 被 加 权 的 盒子 数 V。 为 了 反映 长 度 的 尺子 不 均匀 ， 我 们 设 这 个 
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"opm 


图 4.3 不 均 习 分 布 Cantor 集 合 楼 


质量 数 V (RME) 不 是 和 +-? 成 正比 (如 第 二 章 不 等 比 的 
Cantor 集 合 ) ， 而 是 和 ”29) 成 正比 ， 即 


34 et (0) 
2. P~r (4.19) 


其 中 z(9) 可 以 叫做 怎 〈9 阶 ) 的 标 度 指数 。 和 第 二 章 不 等 比 的 
Lantor 集 合 的 〈2.47) 式 类 似 ， 我 们 有 


， 
eer -1 (4.20) 


(4,20) 式 是 确定 q 阶 矩 标 度 指数 7(9) 的 超越 方程 。 
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由 《〈4。19) 式 得 
log} Pi 
一 
log(1/r) | 
(4.21) 式 和 分 维 定义 《2.9) 式 比 较 可 以 看 出 ， 当 9g= 0 时 ， 
SPiN, Wd] | 
-1(0)2 D, |. (4.22) 
这 就 是 该 集合 的 分 维 。 为 了 区 分 q 关 onis, (4.22 式 中 用 
DD, 表 示 这 个 分 维 。 此 时 (4.20) 式 化 为 《2.47) 式 。 
由 《4,21)* 式 还 可 看 出 , 24g 7 1 时 ,好 P=1, 因 而 7(1) 70, 


-T(g)s (4. 21) 


$3 ”奇异 性 标 度 指数 0 及 分 
布 函数 标 度 指 数 /(a) 


从 $1 均匀 Cantor 棱 看 出 ， 此 时 只 要 一 个 奇异 性 指数 a 及 相应 
的 分 维 DD, 来 支持 。 但 是 对 于 非 均匀 分 布 的 Cantor 集合 棒 ， 质 量 
矩 的 标 度 指 数 为 r(q)， 由 于 质量 是 非 均 匀 的 ， 每 个 小 段 (或 子 集 
合 ) 的 标 度 指数 a(q) 及 其 相应 的 分 维 1(&) 又 如 何 确定 呢 ? 

显然 ， 若 是 质量 均匀 的 棒 ， CHRE DPI t (4.4) X09 
正比 于 r"““， 现 在 对 非 均 匀 棱 ， 对 每 一 小 段 用 尺度 + WETE NE 
出 的 数目 为 


o(a)da*r^ ''" (4. 23) 
其 中 pCa)da 是 da 让 内 的 集合 数 。 故 叶 P? 有 
zPi-Jocor- re da (4.24) 


上 面 的 积分 ， 当 r-> 0 时 ， 对 积分 贡献 最 大 的 是 sg - /(x) 最 小 项 ， 
i 


-d Lag - f(2)1s- «to - 0 (4.23) 
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Z Cag- f(2)]«- «770 | (4.26) 
由 (4.25) , (4.20) 式 得 出 


d 
2 
Ad <0 (4.28) 


将 (4.19) 式 和 (4.24) 式 比 较 得 到 | 
T(g) 7» a(q)a - fCaCq)) |. (4.29) 
(4.28) AWH, HR (a) —^- ErhBSERAX. (4.27) X 
W, PX Can SC (DELIS BT XR OPAC 
Hj (4.29) 式 还 得 出 


e - a(q) (4.30) 
(4.29) 式 说 明 ， 若 标 度 指 数 a(q) 及 其 支持 的 维 数 f(a(g)) 
Wig, WEK q 阶 和 矩 的 标 度 指数 r(9) 即 可 知道 。 反 之 ， 若 已 知 
TY(q)， 则 标 度 指数 wx(9) 由 《4.30) 式 可 以 决定 ， 然 后 由 《4,29) 
ARES). 
对 于 图 4.2 的 不 均匀 的 Cantor 集 合 棒 ， 我 们 可 由 《4.20) 去 
数值 上 决定 fr(q)， 然 后 由 《4.30)，(4.29) 式 决定 fa) WR, A 
REREN 


由 图 4.4 看 出 ， 曲 线 (4) 最 高 点 的 斜率 -4 二 = 0 ， 由 (4.29) 
Stn Bu f PCR 


65 


| f(a) 


n 
图 4.4 不 均匀 分 布 Cantor 集 合 棒 的 ja)? 曲 线 


- t(0) = f(a(0)) (4.31) 
将 (4.31) AAM (4.22) 式 比 较 ， 它 就 是 该 集合 揭 分 维 数 D= 
0.6110。 
Hj (4.20) K, q> +o}, PIPI, BOLA 
p? 


Eu (4.32) 


UR + oo, 相当 于 图 4。3 的 wx 最 小 值 处 cai。， WARF Onin) =O, 
S (4.29) 式 得 


r(g) laa = Unia*q (4, 33) 
YE (4.33) RARA (4.32). 式 求 得 
E d - 0,3685 (4.84). 
EE, q>- of, 这 相当 于 f(a) 曲 线 的 oc 最 大 处 xs,，， H 
tT(q)| ar~ 7 ama’ (4.38) 
其 中 anm] (4.36) 


H (4.4) 式 看 出 ，anis 和 cnsx 分 别 相 当 于 浓度 最 大 和 最 小 的 区 
域 。 因 此 用 补 加 权 的 盒子 数 之 己 ; 和 加 权 因 于 为 “”， 更 能 反映 
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这 种 非 均 匀 的 结构 。 


S4 Renyifg 息 和 Da 
从 第 三 章 我 们 已 知道， 着 名 r 为 尺寸 的 小 盒子 去 量 分 形 对 
象 ， 或 分 辩 率 为 二 ， 则 Shannon 信 息 和 log( 二 ) 成 正比 。 若 分 形 


(或 吸引 子 ) 的 维 数 是 D,， 则 其 信息 量 就 是 1og( Lio Dir, H 


I, = D,-loe( (4.37) 


i N 
一 | 
2, PilogP, (4.38) 


I 
D, = i i 
1 1 
io 中 
比 的 。 对 于 均匀 分 布 的 分 形 ， 由 (4,2) 式 知 


P, s (4. 39) 
因而 
-Y liog 
paN Ne og D, (4.40) 
(T) les] 
即 信息 维 D, 和 分 数 维 D。 相 等 。 


对 于 非 均 名 的 分 形 ， 要 考虑 它 的 9 阶 矩 二 Pi， 为 此 引入 表征 
RT E on BI. 


了。 EMI (4. 41) 
种 信 KAD, EXU. 3084. 普遍 化 的 Renyi 维 数 Da 定义 为 
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D, -= =l im (4.42) 
leg( 17? toe(—-) 
这 样 定义 的 Doe， 显然 包括 了 Do 和 D1。 在 (4,.42) 式 中 取 q = 0， 
DD, 就 是 Fractal 维 数 。 在 《4,42) 式 中 取 g = 1， 利 用 求 极限 gq->1 
的 罗 比 塔 法 则 ， 就 得 到 信息 维 吃 ,。 因 此 D。 和 DD, 的 差别 正 反映 了 
分 形 的 非 均匀 性 。 
将 (4.21) AA (4.42) 式 比 较 ， 得 到 g 阶 和 矩 的 标 度 指 数 
T( MDAKA, BI 


D, - IC9) (4.43) 
q-1 
aE, PEAXHBT(g) alq), fla) K Da 的 特殊 


E. 


家 4.1 TT(q). ala). fa), Dača=0,1, +o, 
da mie 4.210 式 和 (4.80. 式 求 得 


| f(a)-aq—t(4) De 


q | T(4) | Oo | 
f (a) = Di 
Ü (min 


对 于 图 4.2 的 不 均匀 分 布 Cantor 集 合 样 ， 其 Ds 随 g 的 变化 见 
4.5. 


A SEM DIY. (4.42) 式 及 (4.43). X, 显然 包 揪 了 
均 名 分布 的 特殊 情况 。 对 于 均匀 分 布 时 , 据 表 4,1 和 “(4.43) XX, 
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图 4.5 不 均匀 榨 的 分 数 维 谱 Dg 随 g 的 变化 
(Do=0.6110, De —0.3685, D-w=1) 


有 
r(0) = -Dae N=ro, P, Tcp (4.44) 
f(a)2 D., a = I, FCD) =D 
Bi (4.42), (4.43) 式 ， 对 g 关 0， 则 有 
log? ,r?»* 
? log(—-) 
1 leg(r?v**r7 P9) 
" 1-q d 
loe(7-) 
1 Da - 1)*logr 
~ 1-q d. 
| log( r 
= D, (4.45) 
或 由 (4.29) AF (4.43) 式 得 | 
D, - — laq- f(2)1 | (4.46) 
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对 于 均匀 分 布 ， 将 《4.44) 式 代 入 上 式 得 


)] 
-—l [Dg~1)]=D, (4.47) 
(4.44) ，(4.47) 式 表明 ， 对 均匀 的 分 GR, Ca) 在 平面 


f- ax 上 上 仅仅 是 一 个 后 。 
另外 ， 表 4.1 中 对 于 g = 1 的 情况 ， 按 (4,46) 式 求 gq-> 1 的 极 
限 有 


D, = s, y- — —— [24 - f(a)] 


H (4.27) 式 ， 上 式 可 写 为 


D, - dis -q = " (4.48) 


cB (4.27) R, WUSUE/ CO fios 1, M-A = 1， 因 而 
D, =a, = f(2) = f(D.) (4.49) 


85 ”人口 分 布 的 多 分 维 过 程 
假设 在 单位 长 度 间隔 上 分 成 两 个 相等 的 部 分 ， 其 左边 一 半 人 
口 占 的 比例 为 已， 而 右边 一 半 则 是 1 - P， 再 将 左 、 右 两 边 各 分 成 
两 半 ( 每 段 长 为 士 )， 其 人 口 占 的 比例 则 分 别 为 


PP, P(1- P), 1- P)P, (1- P)(1-p) 
这 种 过 程 不 断 下 去 ， TRIEN H2 BHRBER 异性 的 多 分 维 非 均 
名 分 布 。 
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此 时 是 一 种 尺度 (+ = 1), BER (4.21) st, odi ded 
度 指数 为 


(a OBCE? t (1 - P)*] 
t(g) = log2 
对 已 =0.25，z(9) 随 dg 的 变化 见 图 4。6。 
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(4.50) 


图 4.6 T(9) 随 q 的 变化 
由 (4.22) A, q= 0 时 
-1(00- D,=1 (4.51) 
这 是 日 相似 集合 的 维 数 ， 妈 单位 长 度 线 段 的 维 数 。 
由 (4.30) 式 可 以 求 得 奇异 性 指数 


a(q)s d ol P'logP € (1- P)*log(1- P) 
1^" dq log2 |.p* « (1- P)’ 


(4.52) 
对 g=1， (4.52) XH 


a(1) » ZPLP- (= Dog- P). p, 


这 就 是 信息 维 ， 参 看 (4.48) X. 
再 由 (4.29) 式 ， 可 以 求 得 奇异 性 指数 所 相应 的 分 维 


(4.53) 
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f(a) 2 a(g)*q-1(g) 


dl. 
log2 


log(P*  (1- P)*)-q 


. P?logP * (1- P)'log(1- P) | 
P* * (1- P)* 
1 


= xL log(P’ t(1-P)?) 


q q — 4 —- d 
_ P*logP* * (1- P) EL - PT (4.54) 


五 
对 P= 0.25， 则 f(a) 随 a 的 变化 见 图 4 .7。 


.0 
0.0 0,5 j, 0 1.5 2.0 


a e 
图 4.7  HDHEDREGOXGMDISESSAS8 


由 (4.43) 式 也 很 容易 决定 其 多 分 维 呈 ,。 
从 图 4.7 上 看 出 gss: D(—709), as; = DC eo), fur: = DO). 
从 人 口 的 分 布 看 ，a(g) 代表 人 口 局 地 密度 的 标 度 指数 ， 
f(a) 代 表 其 相应 的 分 数 维 ， 而 7《q) 代 表 人 口 分 布 函 数 的 标 度 指 
数 。 
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$6 Devil sf 


6135255] Cantori, ARRUEK (4.40 È 
XP,-r':, Epa EAA. MLE 4 fp Cantor 集 
A, a 是 变化 的 。 那 么 按 〈4,8) 式 ， 从 0 到 x 的 质量 和 〔( 即 质量 
分 布 函数 ) F(x) = 了 5dP(x) 又 具有 什么 形式 呢 ? 对 于 均匀 分 布 
情况 ，F(x) 显 然 随 着 x 的 加 大 的 加 大 ， 而 且 F(1)=1。 但 是 由 于 
在 0 到 x 区 闻 中 有 许多 空隙 ， 因而 在 空隙 中 质量 保持 常数 ， 故 形 
成 一 个 楼 梯 状 的 分 布 ， 见 图 4,8。 


1.0 
6. 8| 


0. 6] 


Fx) 


0; 4 | 


00 — 0.2 0.4 0.6 0. 8 1.0 


图 .8 购 句 分布 Cantor 棱 的 质量 分 布 一 Devil' sti 


对 二 一 种 民 度 的 人 人口 分 布 ( = 工 )， 每 一 小 外 的 质量 已 » 


别 为 《对 于 第 一 步 ) Pf(-P.5xT$S—», Pi 分别 是 PP， 
P(I-P)，(1- BP, (4- P)1- 了)。 其 质量 分 布 阔 数 F(x) 仍 


(3 


是 一 种 楼 梯 ， 见 图 4,96 


t.0 一 ee 
b 
6.2 
M 0.6 
~ 
0.4 
0.24- P =0.25 
0.0 0.3 0.4 0.6 0.8 1.0 
图 4.9 一 种 尺度 的 非 均匀 分 布 函数 F(z) 楼 梯 
这 种 分 布 函 数 F(x) 服 从 目 仿 射 变换 
F(x)= PF(2x) 当 0<x< 上 上 
2 (4.55) 
| F(x)= P+(1- P)F(2x-1) F<x<l 
(4.55) 式 说 明 ， 图 4.9 的 左边 和 右边 两 个 部 分 都 可 以 用 整体 来 
描述 。 


Devil's 楼 实现 象 常 出 现在 许多 物理 系统 的 相 锁 C Phase 
-locked) 问 题 中 ， 即 系统 中 两 个 竞争 的 频率 的 比 是 一 个 有 理 数 时 
(或 共振 ) 。 图 4.10 是 复杂 化 学 振 萝 的 频率 比 为 反应 率 的 函数 ， 
它 是 典型 的 Devil's 楼 梯 。 所 以 ， Devil’s 楼 梯 结 构 是 一 个 分 维 
或 多 分 维 过 程 。 
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e 9/13 
R. 7/11 6/7 
E "ens va T 3/5 
5/5 3/7 
Q. 4 1/3. 
; 1/4 9/209 
o. 24H 


0.13 0.12 0.11 0.10 0.09 


图 4.10 复杂 化 学 反应 动力 系统 的 振荡 频率 楼 梯 
$87 ”有 两 个 长 度 扩 度 的 非 均匀 
分 布 多 分 维 过 程 


85 是 一 种 长 度 (+ = 2- ) 的 非 均匀 分 布 ， 82 是 两 种 长 度 的 非 均 
勾 分 布 。 此 时 g 阶 矩 的 标 度 指数 r(q) 满 足 (4.20) 式 ， 即 
2 q 
M 
Qu) (DD) 


这 是 r(g) 的 超越 方程 ， 可 以 用 数值 法 求解 。 
者 稍 加 改动 ， ri= nc 忆 = 2 


Z, 
4 q 
($) (9 
j 9 
ive * ay =1 
G) UJ 
或 | 
MOLOKO 
4 3 2 3 2 4 


， d 
(F) roro ij —-120 (4.57) 


(4.56) 


P:= L, WERKA 
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* 2e) (4.58) 
B (4.57) 式 变 成 


lY (2y -1 
(5) / uu A-1720 


Bp 1+ 24-31 0 (4.59) 
故 解 得 
OL 924 5, 1 oF 
1= 二 一: ; € (4.60) 
由 此 求 得 
r(g) = 08A, = JoECY Z* +4,3" ~2°) - log? 
log2 log2 
| (4.61) 
那么 
D 2 1(9) . log(V/. 274 -4,97. -2*)-log2. 
" q-1 (q — 1)log2 
所 以 
门 -log( 8-1)-log2 ,. log(v/8-1) 
) — log2 log2 


q>, WE) ?>( 寺 ) ， 故 近似 地 有 


w=1 — (qo) 


(i :(4)71 
) 


故 由 (4.35) 式 得 ] 
log( 4 


log(+ 
4 
至 于 a(g) 和 f(a), 可 由 (4.30) RA (4.29) 式 求 得 。 


Qo 
Manar” 


T(q)| e-o 7 22..*q, Omir = 


p 
we 


$8 时 间 序 列 的 多 分 维 


”将 单位 间隔 分 成 三 部 分 ， 每 个 部 分 长 r, = 志 ， 而 相应 的 权重 

GRECE) 为 Pl， P1-1- 2P/ IP, (县 P,>P,) 。 下 一 步 每 个 
间 阿 青 分 成 三 等 分 ， 其 中 每 个 等 分 的 概率 同 第 一 步 。 这 样 不 断 分 
下 去 ， 时 间 序列 的 非 均匀 性 就 表现 出 来 ， 见 图 4.11。 


0 0 = 
1 0 


图 1.11 带 有 非 均匀 分 布 的 时 间 序列 
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按 (4.42) X, 
D, - 1  log(2Pi-*P:) 


1l-q | log3 (4.62) 
那么 ， 按 (4.90) X 
a(q) = A DD. 1 log(2P flogP, + PilogP;) 
log(1/3) 2P1 4 P1 
(4. 63) 


再 由 (4.29) 式 求 得 


f(a) « 1 -[2PtlosPt  PlogPE — joe tops py) 


«x los (1) | 2p: 4 Pj 
(4.64) 


图 4.12 是 f(a(q)) 和 a(q) 与 9 的 依 束 关系， 而 图 4.13 是 f(a) 和 a 的 
依赖 关系 。 


0 - oo 


-d 


图 4,12 浑 沌 序列 1 和 2 与 9 的 关系 
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0 ao l a  -oo 


图 4.13 EFNS a) 和 % 的 依赖 关系 
$9 分 层 电阻 网 络 
每 个 单位 长 度 带 分 成 六 个 带 ， 它 们 的 电压 降 分 别 为 扩 = T, 


V, = 二 。 这 种 多 次 重复 形成 的 过 程 是 一 个 多 分 维 的 过 程 ， 见 图 
4.14, 
和 8$8 类 似 ， 刀 可 以 表示 为 


中。 = (4.65) 


d-q |. log3 
即 电压 降 可 以 用 多 分 维 D ,来 表示 。 
再 由 (4.30) 式 求 得 


1 /iY /1 /1 
a(q)= [Ca ~ DD4lz (3) 1e(3)*305 ) log( 5) 


图 4.14 “分 层 电 阻 网 络 的 多 分 维 过 程 


_， = 1 ) log2 
= (2+ 14 2*7* / log3 


EH (4.29) 式 求 得 | 
(17 2*7! )(1* 27 *)1og2 * 1og2* 


fla) = ————— (17247! )log3 
_ log6 . 
其 中 D, = orgs- = 1.6309 
a( +00)=2 log2 _ | .2619 
log3 


_ a log2 . 
a( 0) = 3-3 = 1.8927 
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$10 增长 模型 


图 4.15 是 一 维 生 长 模型 ， 第 一 步 《K =1) 是 由 三 个 质点 , 它 
们 分 别处 在 第 1 、3 、4 的 位 置 上 。 第 二 步 (K =2) 是 在 第 9 
和 第 16 个 位 置 中 间 将 第 一 步 的 “种 子 ” 两 倍 放 大 构 形 ， 这 个 过 程 
一 直 重 复 下 去 。 这 里 我 们 常常 不 知道 概率 P, 但 是 我 们 知道 质 
量 分 布 。 第 天 步 生长 的 长 度 为 刀 ， 那 么 可 以 用 2x 作 为 盒子 的 尺 
寸 。 那 么 最 密 的 盒子 是 最 右边 质量 为 2*， 按 


kst oco 
ksa? 0c oo | EE 
Ks3 oop œ oo œ ox» 

图 4.15 一 维 生 长 模型 的 前 几 步 


非 空 盒子 质量 [EFIRI 
一 “总 质量 (a) (4.66) 


eaa Dos = —-0.792-. (4.07) | 


ER, HR (4.19) XH (4.22) RA 


K 步 盒子 数 «(C KE Ro 
(K+1) 步 盒子 数 (K+1) 步 盒子 尺 


APBI4.158 18, dEzS i TF. REFibonaccilt, BIF,-1, F= 
dy ttt , F2 Fg- t Fk.1. 
对 于 非 空 盒子 数 ， 在 开 很 大 时 有 


gts 黄金 分 割 数 = 忆 5 +1-1.618 (4.69) 
F, | 3 
T pi 
| "a4 5+1 | 
a 2 —  In1.618 
D, PE in =0.894 (4.70) 


这 例子 说 明 D,，D。，D-。 还 是 好 求 和 的。 至 于 f(a), 可 以 理解 为 相 
同 c 的 盒子 所 形成 的 子 集合 的 维 数 。 理 论 上 求 出 为 


f(a) = | (a -aa lo es )* a... -a) 


2(a mız —&) 1 
la[ d n 川 > ala(T Nann- ann) (4.71) 


最 后 ， 再 由 《〈4.46) 式 求 出 D。。 
图 4.16 是 二 维 生 长 模型 ， 第 天 步 是 《天 - 1) 步 构 形 在 四 个 
角 上 两 倍 的 放大 。 


S28 
I. OT 


e 
KM 


e 


图 4.16 ”二 维 生 长 模型 
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请 注意 ,每 一 步 由 5 个 新 的 部 分 构成 ,其 中 中 间 的 一 部 分 和 上 
一 步 构 形 相同 ,其 它 四 部 分 是 上 一 步 构 形 的 二 信和 放大 。 故 在 (4.20) 


式 中 
n*i rrr re (4,72) 
H 
Pod, P,=P,= P,” P, 2- (4.73) 
l 17?’ 和 8 4 6 17 


故 根据 (4,20) RE 
Gr 的 - nn 
1 {dm 1)D, 9 TEEF e 
(5) (5) 
EAR UAERKE., BÆT >to, HRS 


D=- 1. 1,879 (4.75) 
ia 下 
ln 
T 21.76 — | (4.76) 
5 
$11 子 波 变换 


前 面 ,我 们 讨论 的 多 分 维 是 用 奇异 性 指数 < 及 分 布 函数 标 度 指 
数 /Fu) 来 度量 的 。 这 里 指数 w 是 按照 图 4.3 中 高 度 相 同 而 归 类 的 ， 
高 度 不 同 ， 那 么 c 就 不 同 。 这 种 奇异 性 谱 并 不 能 表征 奇异 性 发 生 
的 位 置 ， 尤 其 是 一 种 信号 KARR, HOGAR) 中 含有 各 种 
大 大 小 小 不 同 的 尺度 时 。 我 们 关心 的 是 两 个 问题 ， 

(1) 这 些 信号 是 由 哪些 尺度 构成 的 ? 

(2) 这 些 信号 所 反映 的 奇异 性 的 位 置 在 何 处 ? 对 于 前 一 个 
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问题 ， 似 乎 用 信号 的 傅 里 叶 变 换 可 以 解决 。 但 是 若 信号 是 分 形 结 
构 ， 那 么 信号 的 功率 谱 是 宽带 谱 ， 它 最 多 告诉 我 们 尺度 的 范围 ， 
并 不 能 告诉 我 们 信号 的 结构 以 及 大 大 小 小 不 同 尺 度 的 串 级 过 程 ， 
它 更 不 能 解决 奇异 性 的 位 置 。 现 在 ， 这 两 个 问题 可 以 通过 子 波 变 
换 来 解决 。 

傅 里 叶 变 换 的 基本 函数 是 。 “或 e'**， 其 中 o，R 分 别 EX 
率 或 波 数 。 现 在 ， 子 波 变换 的 基本 函数 是 由 解析 子 波 9(x) 通过 
位 移 和 放大 来 构成 的 。 为 了 把 信号 的 奇异 性 能 表现 出 来 ， g(x) 
的 形状 就 类 似 于 孤立 波 ， 在 “孤立 ”点 上 9(x) 最 大 。 为 了 突出 
不 同 的 尺度 ， 我 们 可 以 采取 不 同 的 放大 倍数 。 

图 4.17 是 常用 的 墨西哥 帽 式 的 解析 子 波 


^, 


g(x)=(1-x)e ? (4.77) 


图 1.17 BARBANTE 


我 们 把 解析 子 波 g(*x) 通 过 平移 x。( 在 该 点 xo 设 有 奇异 性 ) 和 
放大 《放大 倍数 设 为 -') ， 就 构成 子 波 变换 的 基本 函数 


1 "i Xo 7 z) | (4. 78) 


a a 


那么 一 个 信号 SCx) 的 子 波 变换 T (a,xo)， 就 是 将 一 信和 号 S(x) 在 
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二 个 独立 的 量 a， x, 上 展现 出 来 


T (ayxXo) = BICONE — Jas a0 
Q J =œ g 
m E (4.79) 
解析 子 波 9(Cx) 满 足下 列 条 件 | 
| .92)dx=0 4.80) 


(4.80) 式 意味 着 平均 值 为 零 。 | 

下 面 我 们 来 说 明 ， 若 信号 SCx) 具 有 标 度 指数 4， 即 

fe (x)= S(x +x)— S(x.) . 
2x'ü5 | (4.81) 

那么 ， 它 的 变换 Ta，:c,) 也 具有 同样 的 标 度 指数 。 根 据 (4,79) 
zx, MWS 

T ,(4a,Àx.) =L [^ (25 )scoas 
利用 (4.80) 式 条 件 ， 上 式 又 可 以 写成 


1{°%” /fix,—% 四 
Talha, Ax, ) -| (45. seo S(o)]dx 


(4.82) 


/ — Axo—% 
yl — —*.—— 
Àa 


Ai x -A(x,—ax/), dx= ~ Aadx' 
故 (4.82) 式 变 为 
Taha, hxo) = - | LC DC 7 ax! 20d 


=- v [aon f. 7 ax! )dx' 


[:] 38 
X =x,-ax', dX = —-adx' 
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上 式 又 变 成 
Telha, dn) m i| 900. OOR 


= A'T o(a, Xo) (4.83) 
(4.83) 式 意 味 着 者 固定 xo， 那 么 子 波 变换 也 具 有 自 相 似 性 ， 它 


和 信号 SCx) 有 相同 的 标 度 指数 ， 即 〈4.83) 式 的 解 为 


T «Ca, xe” (4.84) 


这 样 ， 在 位 置 on 处 的 标 度 指数 a Cn) WETT DURE DUX Zi AR RR 
(log7 (ac)，loga) 上 确定 ， 图 上 直线 的 斜率 就 是 这 个 w(xo)。 

[E Uit, E RER dd DL ABER 2) (0 T «Ca, Xy) PR a 的 变化 见 图 
4.18, 


log T,;,(a) 


4 6 8 10 loga 
图 4,18 子 波 变换 随 a 的 变化 


通过 曲线 拟 合 直线 〔 实 线 ), 其 斜率 就 是 “= 地。 这 和 Kolmogo- 
rov 均 匀 各 向 同性 清流 的 结果 (4.18) RRR. 
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第 五 章 ”时 间 序 列 中 的 分 维 


前 面 几 章 我 们 已 经 知道 分 数 维 是 反映 耗 散 系统 奇怪 吸引 子 的 
结构 或 是 描述 该 吸引 子 演 化 所 必须 的 状态 变量 的 最 小 数目 。 如 果 
动力 系统 的 数学 描述 是 给 出 的 话 ， 那 么 变量 数目 是 已 知 的， 而 且 
我 们 可 以 利用 上 两 章 有 关 分 维 的 规律 ， 求 出 吸引 子 的 分 数 维 ， 如 
二 次 映射 的 《3.36) 式 。 但 是 实际 问题 常常 给 出 的 是 单 变 量 的 时 
间 序 列 ， 此 时 如 何 从 该 时 间 序 列 中 找 出 反 喘 在 该 序列 中 的 吸引 子 
的 结构 或 分 数 维 ， 是 本 章 要 解决 的 问题 。 


$1 重建 相 空 间 


单 变 量 的 时 间 序 列 原则 上 讲 是 物理 系统 中 各 种 要 素 相 互 作用 
的 结果 ， 因 此 它 应 该 包含 该 动力 系统 的 信息 。 


对 一 个 n 维 动力 系统 
x, = fixi», seere Xn) 
x,2 falti, Xg scs Xn) (5.1) 
Xn = f aX Xg treer Xn) 


因此 (ao xa ns Xa) 就 是 该 系统 状态 空间 的 坐标 。 
也 可 以 将 (5.1) 式微 商 化 成 为 " 阶 的 微分 方程。 
x = f(x xix, ees PTE) , (5.2) 
此 时 状态 空间 的 坐标 就 HG Ci XXt x, C71 (xix, 和 
ax RRE, 这 种 代 赫 并 不 损失 该 动力 系统 演化 的 信息 。 
1981 年 法 国 科学 家 Ruelle 提出 用 离散 的 时 间 序 列 x(#) fre 
的 连续 漂移 x(f+zr) ，x(tt+2r) , os, x -1)r) 来 代 
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*R (5.1) ， (5.2) 式 中 的 连续 变数 ， 其 中 z 叫 延 滞 参数 《显然 
这 种 漂移 运算 就 类 似 于 连续 变数 的 微分 ) 。 
例如 一 个 单 变量 的 时 间 序 列 
Xos Xis Xo, Xam (5.3) 
若 该 序列 的 时 间 间 隔 为 At， 取 7 为 At 的 整数 倍 ， 例 如 T= 1.At 时 
(Xos Xis X2) 
(Xis Xi, Xa) (5.4) 
(XN-1s Xu, Xy+) 
就 形成 三 维 空间 中 的 六 个 反 。 又 如 rz = 2*At 时 
(xo, Xas Xs) 


(Xis Xas Xs) 


(XN-is Xusi15. Xu 35) 
形成 延 滞 时 间 为 r= 2At 的 三 维 空间 的 六 个 点 。 
这 里 # 维 空间 的 * 叫 嵌入 相 空 间 的 维 数 ， 用 和 骨 入 相 空 间 就 代替 
了 状态 空间 ， 六 个 点 就 形成 该 p 维 棋 入 相 空间 的 轨道 ， 见 图 5.1。 


bx (t4271) 


"i 


x(t ^t ) 


x(t) 


图 5,.1 * 维 左 入 相 空间 的 轨道 
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易 然 在 这 重 亿 的 n 维 相 空 间 中 ， 其 吸引 子 的 维 数 刀 应 小 于 mm 
当然 为 了 保证 该 方法 的 成 功 ， 延 滞 时 间 1 的 选择 应 使 构成 4 维 相 空 
间 的 每 个 分 量 是 相互 独立 的 。 : 


$2 KAEH 


从 时 间 序 穷 重建 相 空 间 的 过 程 中 ， 为 了 保证 该 相 空 间 容 纳 该 
状态 空间 原来 吸引 子 的 拓扑 特征 ， 那 么 嵌入 相 空间 的 维 数 上 K 更 
应 该 取 多 大 呢 ? Whbitney 在 1934 年 ， 后 来 Takens 在 1980 年 证 明 
了 能 入 空间 维 数 大 小 的 嵌入 定理 ， 如 果 原 来 吸引 子 处 在 一 个 dg 4 维 
空间 中 ， 那 么 其 舱 入 空间 维 数 必 须 是 2d +1。 

对 这 个 定理 我 们 在 些 不 予 证 明 ， 只 是 加 以 说 明 。 设 集合 4 和 
B 的 维 数 分 别 是 d 4 和 ds， 我 们 车 问 茶 交 集 4 介 BITES ass 是 多 
人 少 ? 若 把 该 何 题 放 在 d 维 空间 来 讨论 ， 那 么 4、B 和 4 门 B 集 的 亿 
维 分 别 是 

d -dd 一 ads，ad 一 Gydna 


余 维 有 好 的 相 加 和 性质 
(d—d,)*(d-dg)- (dd) (5.5) 
或 dang -d4,tdg-d i (5.6) 


(5.5) 式 的 正确 性 ， 我 们 可 以 用 几 个 例子 来 检验 。 

例 1; 两 冬 曲 线 在 平面 上 一 般 能 相交 吗 ? 

因为 两 条 缠 线 4 和 8B 分 别 都 是 一 维 ， 即 d 4 = da = 1, 平 面 的 维 
数 是 d = 2。 按 (5.6) 式 算 得 q yns = 0。 这 就 说 明 , 两 条 曲线 在 平 
面 上 一 般 相 交 成 点 (其 维 数 是 零 ) ， 这 是 一 般 不 能 从 有 甚 于 小 的 变 
形 丽 去 除 的 ， 即 这 两 条 曲线 感到 不 “日 由 ”。 

例 2; 二 条 曲线 在 三 维 空间 中 能 相交 吗 ? 

因为 曲线 4 和 8B 的 维 数 分 别 是 dy = ds =1, 而 d = 3, 则 按 (5.6) 
式 算 得 d 465 = -1， 这 就 说 明 其 交集 的 维 数 为 负 ， 即 一般 不 相 
交 。 即 使 它们 相交 ， 通 过 无 穷 小 的 扰动 也 会 不 相交 ， 也 就 是 说 这 
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种 相交 是 偶然 的 。 

£13; 在 三 维 空间 中 一 条 曲线 和 一 个 曲面 能 相交 吗 ? 

BAR, d,-21, d=2, d3, Wijd,ug-0, Bll— 般 相交 于 一 
^] Fi o 

现在 我 们 应 用 (5.6) 式 到 两 个 同样 的 对 象 du = da, RME 
望 象 例 2 一 样 其 交集 是 “自由 "的 ， 即 dsns= -1 那么 由 (5.6) 
式 得 到 | 

d-2d,*1 (5.7) 

(5.7) ARH, RAZER 43 n RES NEUES] HERREN 
fü o | | 


$83 相关 维 数 的 等 价 性 


为 了 计算 典 入 相 空 间 奇 怪 吸 引子 的 维 数 ， 我 们 随便 给 一 个 数 
r， 然 后 在 医 入 相 空 间 中 的 六 个 点 检查 一 下 有 多少“ 点 对 ” (xb 
x,) 之 间 的 距离 小 于 r， 把 距离 小 于 r 的 “所 对 ”在 一 切 “ 握 对 ? 
CE RN m, 则 共有 个 CAR DP Pr RE 


c(r) =N, 到 Olr- || x, x 1) ^ — (5.8) 
itj | 
idfEc(r) ， 其 中 bx) REX HESE (Heaviside) KA, "EE X» 
6x) ={ l 当 x>0 (5.9) 
0 当 x<<0 | 


若 r 选 得 太 大 ,当然 一 切 * 点 对 ”的 距离 都 不 会 超过 它 , 因 而 c(r)=1， 
logcGr)=0， 因 此 函数 cCr) 描 述 了 随 * 增 加 时 ,“ 点 对 ” 数 〈 小 于 
r 的 ) 是 如 何 增长 的 分 布 函 数 。 显 然 太 大 的 r 反 映 不 了 系统 内 部 的 
性 质 。 
适当 织 小 r， 可 能 在 r 的 一 段 区 则 内 cGr) 随 r 的 变化 为 
c(r)- r? (5.10) 
那么 这 里 的 DD 就 是 该 吸引 子 的 维 数 。 例 如 均匀 分 布 在 一 条 线 上 的 
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资料 点 ， 则 cr) Er 的 -- 次 方 戌 正比 ， 即 D=1。 而 均匀 分 布 在 
一 个 面 上 的 资料 点 ， 则 ctr) 应 和 ?的 二 次 方 成 正比 ， 故 D=2, 见 
图 5.2。 因 此 DD 值 具有 描述 该 吸引 子 结构 的 特征 。 


(a) (b) 


， 图 5.2 维 数 计算 的 党 明 
(a) c(r) ~r! (b) clr) ~r? 


下 面 我 们 将 说 明 ， 由 〈5.10) 确定 出 的 刀 
D= jig 192667. 


| (5.11) 
ri ogr 
就 是 〈4.42) 式 所 确定 的 相关 维 
log $7 P? 
D, = lim —— i (5. 12) 


r— 0 logr 


Rin, 是 处 在 尺寸 是 r 的 第 i 个 小 体积 元 的 点 数 ， 由 于 “ 扩 对” 

(x;, x,) t (5.8) 式 是 不 考虑 的 ， 且 (x, Xy ) 和 (xyj， X; ) 
是 作为 不 同 的 “点 对 了 ， 那 么 所 有 这 和 点 就 形成 (nin) 个 
“AX” e mE (5.8) AA 


= limi -lim ŽL 
N 
n 
= P-lim— 
LPi- linya 
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DELE (5.12) 
(5.13) AH, (5.11) 式 和 (5.12) 式 右边 的 分 子 都 是 相同 
的 。 
车 是 单 分 维 的 均 名 分布， 按 (4.46) AH (5.11) 式 计算 出 
的 DD 不 但 是 相关 维 ， 而 且 也 是 D。 和 和 信息 维 D, 以 及 所 有 的 D。,。 
还 应 该 指出 ， 用 时 间 序 列 计算 分 数 维 忆 ,需要 足够 的 点 数 NN， 
一 般 有 下 列 售 计 式 


log (+) (5.14) 


如 果 r = 0.1 则 DD<2log 入 ， 例 如 入 ~~10 ， 则 算得 的 维 数 刀 最 大 是 
6 。 

还 要 说 明 在 (5.8) 式 中 ”的 数值 也 不 能 取得 太 小 ， 如 果 取 值 
太 小 ， 系 统 中 一 切 侦 然 的 噪声 都 会 表现 出 来 。 由 于 噪声 在 任何 一 
AEREE RAB EAZA HRS WD E= 4d。 因此 按 (5.4) 
式 给 定 一 个 嵌入 空间 维 数 d， 在 logckGr) 对 于 logr WAHE, XN 
一 段 是 直线 ， 则 该 线 的 斜率 就 是 万 :， 见 图 5.3。 然 后 将 嵌入 空间 
维 数 d 增 加 ， 按 同样 的 办 法 在 双 对 数 坐标 〈logcktr) , logr) 上 
计算 刀 ,， 直 到 刀 , 达 到 饱和 为 止 。 图 5.4 给 出 其 入 空间 维 数 dg 和 D, 


w*.999-9-----e 2. 8 


logr 


2 4 E: | à 10 12 
pi5,3 ”在 双 对 数 坐 标 纸 上 求 也 El5.4 DERA ETE2BUAR AR 
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的 关系 ， 由 图 5.4 潜 出，d = 5 时 站 :已 达到 饱和 值 ， 即 万 ,= 2.8, 这 
时 的 也 ,就 反映 了 该 时 间 序 列 所 表现 的 浑 汪 吸引 子 的 结构 。D: fR 
达到 饱和 时 的 d 值 (图 5.4 中 是 d = 5) és dB xb ILU S] Pr e By 
最 小 的 变量 个 数 。 


$4 可 预报 性 


浑 沌 和 分 数 维 的 发 现 ， 使 我 们 能 从 一 个 似乎 是 杂乱 无 章 的 时 
间 序 列 中 计算 出 它 的 分 数 维 ， 表 征 其 结构 。 同 时 我 们 还 可 以 从 一 
个 时 间 序 列 中 得 到 有 关 可 预测 值 的 信息 。 

对 于 天 气 预 报 ， 人 们 曾经 设想 用 电子 计算 机 去 计算 流体 力学 
运动 方程 组 由 初 条 件 去 作客 观 的 预测 。 随 着 电子 计算 机 和 卫星 技 
术 的 成 熟 ， 人 们 充满 着 对 天 气 预 报 的 希望 。 然 而 1961 年 Lorenz 
在 计算 机 上 发 现 ， 从 几乎 相同 的 初始 条 件 开 始 ， 但 产生 的 计算 机 
天 气 模式 差别 傅 来 愈 大 ， 最 终 毫 无 相似 之 处 。 这 是 什么 原因 呢 ? 
注 著 名 的 计算 机 之 父 V.Neumann 也 未 想到 ， 这 正 是 非 线性 系统 
浑 沁 的 特征 一 一 敏感 的 条 件 。 难 怪 目 前 设 在 英国 里 丁 的 欧洲 数 全 
预报 中 心 也 得 承认 ， 世 界 上 最 好 的 长 于 两 三 天 的 预报 也 仪 仅 是 推 
测 而 已 ， 超 过 6 天 或 7 天 的 预报 则 毫 无 价值 。 图 5.5 是 Lorenz 从 
两 组 几乎 相同 初 条 件 出 发 的 打印 结果 。Lorenz 把 这 种 性 质 称 为 

“ 糊 蝶 效应 ”, 妈 一 只 蝴蝶 在 巴西 筷 动 元 膀 会 在 德 克 椭 斯 引起 龙 卷 
风 ， 或 者 称 为 长 期 预报 的 不 可 预测 性 。 


图 5.5 ”Lorenz 吸 引子 对 初始 条 件 的 敏感 此 
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如 何 量度 敏感 初 条 件 这 个 性 质 呢 ? 这 就 是 第 三 章 $6 所 谈 到 的 
Lyapunoy 特 征 指数 。 对 一 个 m 维 动力 系统 


E - f(x) (5.15) 
初始 条 件 的 误差 sx。 随 着 时 间 的 演化 而 导致 的 轨道 的 误差 5x 应 
满足 如 下 方程 
of| a 


ò x Ux MET 
经 过 z 时 刻 以 后 ，5x 可 以 表示 为 


Lex = loxale — (5.17) 
那么 Lyapunov 转 征 指数 LE 就 定义 为 

LE = Esc (5.18) 
显然 LE>0 就 反映 + 时 刻 内 轨道 的 平均 辐 散 率 ， 这 就 是 敏感 初 条 
件 的 定量 表述 。 

对 于 重建 在 嵌入 mm 维 相 空间 的 轨迹 时 间 序 列 ， 若 固定 r 时 ， 时 

间 长 度 为 mr 的 两 条 相距 小 于 r 的 辐射 轨迹 ， 下 一 步 时 间 z 后 它们 保 
持 在 r 内 的 机 会 就 下 降 ， 而 保持 在 r 球 内 机 会 的 平均 “点 对 ” 数 正 
比 于 cu~e-”x tE, geh (5.10) 式 分 布 函数 就 由 


(5.16) 


c(r)—e "LT (5.19) 
变 到 : 

Cnri(r)~e™ tO TY (5.20) 
则 

LE = Lin 2r- (5.21) 


广义 上 讲 , 一 个 奇怪 吸引 子 可 以 有 多 个 正 的 Lyapunov 特 征 指 数 ， 

那么 类 似 (5.19) 和 (5.20) 式 中 的 LE 就 改 成 和 LE, = Ki, 

K,MKolmogorovi$, JCBL (5.21) SXECHUCR LEEBOR Ks, H 
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了 求 平 均 的 时 段 更 准确 一 些 ， 髓 入 相 空 间 维 数 由 入 增加 到 m + k, 
则 六 ,的 计算 公式 为 


K, = —ln £ (5.22) 


按照 (5.17) 式 ， 当 时 间 r Lo, PARA l 5x RE U A 
误差 1 ôx Il 的 e 倍 ， 所 以 通常 把 

iE 或 K (5.23) 
叫做 可 预报 的 最 大 时 间 尺度 。 

应 该 指出 这 里 的 可 预报 的 最 大 时 间 尺 度 是 指 轨道 意义 上 而 言 
的 ， 并 非 说 在 此 时 刻 以 后 就 谈 不 上 预报 。 长 期 预报 是 不 行 的 也 是 
指 轨道 意义 上 而 言 的 。 但 是 长 期 预报 关心 的 往往 是 物理 量 的 统计 
性 质 ， 因 此 长 期 预报 更 多 的 是 统计 意义 上 讲 的 。 浑 沌 和 分 维 的 发 
展 ， 丰 但 不 会 更 相信 “长 期 预报 不 可 预测 ”， 而 会 对 长 期 预测 更 
加 深 我 们 对 事物 的 认识 。 
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第 四 章 中 我 们 曾 提 到 信息 维 Di = -全 ,其 中 就 是 Shan- 


log 一 
non 信 息 
I= -2_PilogP, (5.24) 
信息 的 含义 是 对 一 个 事件 惊奇 性 的 测度 ， 已 ,是 该 事件 可 能 结果 的 


这 个 定义 告诉 我 们 ， 对 一 个 事件 事先 千 道 筛 合 少 ， 那 么 束 包 
含 更 多 的 信息 。 如 果 有 完全 确定 的 结果 《〈 即 已 ,=1) ， 则 信息 量 
A. | 
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JE AEN SUE DEUSUSI ZR TF BU TE OR IER Lyapunov SHE 
指数 描述 。 从 信息 的 观点 看 ， 设 最 初 切 始 条 件 的 误差 是 t+, 由 于 
下 Lyapunov 指数 使 误差 r 增 加， 因而 分 辩 率 降低 ，P, 加 大 ， 信 
息 量 变 小 ， 因 而 争 始 条 件 的 信息 丧失 ， 系 统 成 了 信息 源 。 在 一 Ex 
了 时 刻 内 ， 轨 道 的 仿 离 保 皖 在 土 + 内 的 信息 量 由 两 部 分 组 成 ，(1) 
初始 时 刻 的 信息 量 六 (2 ) 时刻 内 的 信息 流 率 K, W 

= 六 二 天 


= Dilog ++ K,T (5.25) 


H (5.25) 看 出 ， 分 数 维 妃 与 信息 成 正比 ， 是 信息 的 量度 ， 而 
Kolmogorov Ňi K Ji fü 

REAGERA, Kolmogorov j (5.25) 式 联 系 以 后 ， 
比较 抽象 的 箭 的 概念 就 比较 容 多 理解 了 。 浑 沌 和 其 它 复 杂 系 统一 
样 由 于 有 伸 长 和 护送 ， 必 然 形 成 大 大 小 小 不 同 尺度 的 层次 结构 。 
生物 系统 有 细胞 、 器 官 、 机 体 、 种 群 等 层次 。 气 候 系 统 有 大 大 小 
小 不 同时 间 尺 度 的 层次 ， 上 至 于 年 万 年 ， 下 至 年 、 季 、 月 。 人 脑 
有 不 同 功 能 的 神经 元 群 构 成 的 层次 ， 有 的 管事 物 形 状 的 ， 有 了 的 管 
颜色 的 ， 有 的 管 强度 的 。 

对 多 层次 系统 的 认识 ， 我 们 有 如 下 体会 ， 从 低层 次 上 看 ， 事 
物 有 许多 不 确定 的 因素 ， 但 是 从 高 层次 上 看 ， 事 物 就 比较 容 掏 确 
定 了 。 儿 千 人 组 成 的 大 型 团体 操 ， 从 低层 次 (个 人 的 动作 〉 来 看 
是 杂乱 无 章 的 ， 但 从 高 层次 《如 看 电视 ) 上 看 多 种 多 样 美丽 的 图 
案 展 现在 面前 。 一 个 盒子 中 的 空气 ， 从 分 子 的 微观 层次 上 看 ， 分 
子 是 杂乱 无 章 运动 的 ， 但 是 从 宏观 层次 上 看 盒子 中 的 空气 是 非 党 
均匀 的 。Boltzman 就 是 假设 有 NN 个 可 能 的 微观 状态 ， 那 么 Bo- 
ltzman $, 

S= klogN | (5.26) 

这 个 宏观 量 就 确定 了 这 种 微观 POARTEN AREE, RPR E 
Boltzman% 数 。 
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知 设 六 个 笋 观 状态 ， 奉 每 个 状态 出 现 的 峰 尝 文 刘 等 ， 都 是 忆 ， 


tao Hb (6.20) AUT UME 成 


-AE ei 


= -k y^ p, logP, (5.27) 


i71 «4 


这 和 信息 (5.24) RA (4.40 式 有 同样 的 含义。 显然 微观 层次 
上 的 种 类 六 愈 大 ， 概 率 己 ,就 您 小 ， 那 么 和 8 或 信息 就 愈 大 。 

对 于 抛 交 硬币 有 两 种 (入 = 2) mgEDUZE HR, PRDDERTODMUCON 
六 种 (N =6) 可 能 的 结果 ， 显 然后 者 不 确定 性 的 程度 大 ,所 以 信 
EUR 六 和 和 Boltzman Jjj S — FEJE Z& VEA B AE TER) — Pi RE (5.27) 
GB BIA ENXZIBRBICTEOGGEGREOK,. LESE -lorr API E. 
即 从 低层 次 看 是 非常 不 确定 的 ， 但 是 从 高 层次 上 和 看， 平均 起 来 就 
比较 确定 的 了 。 : 

第 三 章 87 我 们 谈 到 浑 沌 迭代 上 映射， 每 迭代 一 次 初始 条 件 的 信 
息 炉 丧失 1bit， 最 终 初始 条 件 的 信息 丧失 夷 尽 ， 由 于 这 种 敏感 初 
条 件 的 结果 ,宏观 上 的 浑 沌 轨道 的 不 确定 性 增加 了 。 但 是 从 巨 观 上 
看 浑 沌 却 有 美丽 的 结构 。 分 子 浑 沌 中 微观 上 不 确定 性 是 由 宏观 上 
dug (5.27) 来 量度 的 ， 安 观 浑 汪 中 安 观 上 不 确定 性 则 是 由 信息 
WiKolmogorovAlj K XERE. X —2E8R 3]. (3.60) XX, KL AE 
Lyapunov 特 征 指 数 

LE=1 Ylog U^ Cx) (5.28) 


f- 1 


ATER ETEBpBoltzmanjdxt EHE. AMEME 的 不 
确定 性 由 人 olmogorov 篇 来 量度 。 M 但 前 者 是 信 E, 
Ja df BUD. 因而 两 者 单位 也 不 同 。 
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$6 信息 压缩 


前 面 我 们 已 经 看 到 从 单 变 量 的 时 间 序 列 可 以 求 到 信息 〈 维 ) 
TSESGUE OON) 。 由 于 多 层次 的 结构 ， 一 个 单 变量 时 间 序 列 
可 以 通过 平滑 的 办 法 来 区 分 不 同 层次 ， 而 且 高 层次 将 低层 次 的 信 
息 进行 压缩 。 

多 层次 结构 必然 要 进行 信息 压缩 这 一 点 是 清楚 的 ， 一 个 qd iE 
物体 由 于 Lyapunov 指 数 有 正 有 负 ， 正 的 指数 反映 局 部 不 稳定 ， 
指数 和 是 负 反 映 耗 散 系统 相 空间 体积 收缩 ， 即 整体 上 的 稳定 性 。 
这 种 局 部 不 稳定 而 整体 稳定 ， 必 然 要 进行 “ 伸 长 ”和 “ 折 选 2 ， 
使 得 多 层次 结构 的 浑 沌 吸引 子 的 维 数 刀 要 小 于 d， 即 

D «d (5,29) 
这 就 是 说 信息 进行 了 压缩 。 

一 个 时 间 序 列 求 其 维 数 刀 是 指 该 时 间 序列 中 含有 各 种 各 样 的 
尺度 ， 车 改变 尺度 〔 或 称 粗 视 化 ) ， 并 不 改变 其 维 数 。 即 局 部 和 
整体 相似 。 将 小 尺度 加 以 放大 ， 完 全 自 相似 。 

图 5.6 自 下 而 上 是 从 万 = 2 ( 即 8= 1) 逐 步 地 加 以 平滑 的 结 果 ， 
这 些 曲 线 看 起 来 很 相似 ， 但 是 它们 的 分 维 结构 并 不 相同 。 这 是 什 
么 原因 呢 ? | 

一 个 时 间 序 列 x() 是 浑 沌 的 ， 杂乱 无 章 的。 但 若 对 其 进行 
傅 氏 变换 x (f/)， 并 求 到 其 功率 谱 SC(f) 却 是 有 规则 的 ， 因 


(1)= L| x (Det rrd (5.30) 
BRR . 
S(f)s Ix (Ol? fF" (5,31) 
已 经 证 明 功 率 谱 指 数 C 和 分 数 维 忆 之 间 的 关系 为 《2.42) X 
8-5-2D (5.32) 


对 一 个 时 间 序 列 x(f) 微分 或 积分 会 带 来 什么 绍 朱 呢 ? 
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图 5.6 用 非 整 数 积分 自 上 而 下 改变 曲线 的 维 数 
( 自 下 而 上 维 数 D 分 别 为 2.0，1.5，1.25，1.0) 
K (5.30) 微分 n 次 有 

DX AAOC E edf (5.33) 

由 (5.31) AM (5.33) 式 看 出 ，n 次 微分 后 的 时 间 序 列 其 功率 
HN 
S "(f)- f t= fea (5.34) 
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根据 5 和 刀 的 关系 《5.32) 式 ， 功 率 谱 指数 由 8 降 为 68- 2n, TR NT 
的 维 数 站 要 增加 。 反 之 ， 对 积分 而 言 r<0， 谱 指数 8 增加 ,相应 的 
维 数 要 减 小 。 

滑动 平均 就 相当 于 积分 ， 它 必然 要 将 时 间 序 列 的 高 频 成 分 
滤 掉 而 加 强 低频 成 分 ， 因 而 功率 谱 指 数 6 增 加 ， 分 数 维 吃 要 减少 。 
大 此 平 消 的 结果 必然 是 使 分 维 吃 减少 , 即 改变 了 时 间 序 列 的 结构 ， 
压缩 了 信息 ， 曲 线 愈 来 愈 光滑 。 

图 5.6 (d) 是 布朗 运动 噪声 ， 其 功率 谱 指 数 8=2.0, 那 么 按 
(5.34) 3S —-B*2*1- 一 2+2=0， 即 它 的 差 值 (或 微分 ) 的 能 
谱 指 数 = 0， 妈 是 白 噪声 。 所 以 白 嗓 声 w () 可 以 看 成 是 布 BH us 
动 噪声 x(1) 的 币 商 ， 或 布朗 运动 噪声 可 以 看 成 是 日 噪声 的 积 
^h: | 

x(t) -| w(t)dt (5.35) 


87 ”分 数 维 布 明 运动 


大 家 知道 ， 布 朗 运 动 是 分 子 的 随机 运动 ， 因 而 它 不 象 雪花 册 
H, Sierpinski, niak APAR, 这 些 现象 可 以 将 其 -- 
说 分 如 以 放大 就 成 为 束 体 或 者 通过 友 代 映射 得 到 。 我 们 常 把 后 者 
ml 确定 性 的 分 形 ， 而 把 分 子 随机 的 布朗 运动 叫 随机 分 形 。 随 机 分 
形 对 模拟 实际 的 自然 现象 有 很 大 意义 。 

从 物理 上 知道 ， 分 子 布衣 运动 粒子 位 置 *(1) WREKIN A 
正 态 分 布 ， 即 


| 1 a 
33 2 ———e 5.36 
P(x(t5) "T ;* ( ) 


"E 


HAE8)J; E EuEFN, W 
[xCt,) - x (t) lec It tl (5.37) 
dk (5.38) 有 一 很 重要 的 性 质 ， 将 (5.36). TER EAE RR 
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xix, nM (5.38) 
WESS iE FEIER | 
P(x, At)= 1 P(x, 0) (5.39) 
Hir (5.38) 变换 下 总 慨 率 不 变 
| PG. Dda =| P x, Md x) 


= 1 (5, 40) 
(5.40) 式 说 明 T xD NEEDLE 布 。 这 就 


是 所 谓 统 计 上 是 自 相 似 的 。 虽 然 在 坐标 (P(x,1)，x) ELE, 
不 同 的 ! 其 正 态 分 布 的 形式 是 不 同 的 ， 见 图 5.7 Ca) ,但 是 它们 只 


有 统计 上 的 自 相似 性 ， 即 在 s( 3, Sym Emu 
个 正 态 分 布 ， 见 图 5.7 (b) 。 


p(x,t )/t -2 


D x/t1/2 
(b) 

图 5.7 AB ADAE A AEE 
图 5.8 中 列 出 未 重新 标 度 (4 = 1) WEIZAMERRE AA 
到 8 ) 布朗 运动 的 图 ， 随 着 标 度 因子 4 的 加 大 ,说 明 布朗 运动 愈加 
速 。 | 


将 (5.37) 式 推广 到 一 般 情 况 
Ext) -aG al (5.41) 
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图 5.8 重新 标 度 的 布朗 运动 


其 中 0(<a<1 | (5.42) 
这 就 叫 分 数 维 布朗 运动 。 | 


RU BER SB EIFE, HARRERA AOMA) 有 相同 


的 概率 分 布 ， 或 统计 上 是 自 相 似 的 。 
因为 
Ex) -alt 22x'(0) -2x()x(-3) — (5.43) 
所 以 相关 系数 


| 1. 一 -7 一 二 
p xx 2 LX- x DT 90D (6.44) 


DD O 


1 2a _ 3484 
- z (2f) t 


1?* 


2277-1] (5.45) 


由 《5.44) 式 看 出 ， 当 标 度 指数 a= 小 时 〔 即 布朗 运动 》， 相 关 
系数 RR=0， 即 x(t) -x(t1) 和 x(ts) - x(t) 在 概率 意 义 上 («c 
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1,1) 是 独立 的 。 但 是 当 卫 <a<1 时 ， 相关 系数 玉 >0， 即 正 相 


关 。 而 当 0<a< 广 时， 尽 <0， 即 为 负 相关 。 


应 当 注意 (5.44) 式 的 相关 系数 同 传 统 的 物理 系统 的 相关 系 
数 假 设 是 矛盾 的 。 对 于 后 者 ， 通 常 假设 随 着 ! 增 加 到 无 穷 , 相 关系 
数 减 为 零 。 但 是 对 于 象 相 变 这 一 类 临界 现象 ， 在 临界 点 附近 E 
~>co， 其 相关 系数 总 是 具有 + (或 距离 ) 的 标 度 性 质 的 。 相 关系 
数 的 数值 昌 小 ， 但 还 不 能 将 其 略 去 。 

图 5.9 (a) 是 对 a = 0.2 重 新 标 度 的 分 数 维 布朗 运动 曲线 ,5.9 
(b) 是 zx=0.8 重 新 标 度 的 分 数 维 布 其 运动 曲线 。 


图 5.9 重新 标 度 的 分 数 维 布朗 运动 


出 于 标 度 指数 a 和 功率 谱 指 数 8 的 关系 式 (2.38) 以 及 和 分 维 忆 的 
关系 式 (3.41) 式 和 “(2,42) 式 ， 我 们 只 要 给 出 a, 就 可 以 决定 各 种 
不 同 维 数 的 分 数 维 布 央 运动 。 


Se 地 噪声 及 其 维 数 


很 多 浑 沌 时 间 序 列 显 示 f”' 形 式 的 功率 谱 。B = 0 即 是 日 噪声 ， 
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9 = ? 旺 布 朗 运动 的 福 色 噪声。 一 般 ? 在 1 附近 或 0 一 8<1.5 的 噪声 
ARLEN, BERF, ERRIRE EE, REENE 


f 

世界 上 最 著名 的 乐曲 ， 如 贝多 芬 的 交响 曲 ， 斯 特 劳 施 的 乐曲 等 曲 
油 也 具有 -噪声 。 图 5.10 (a) (b) 分 别 是 东方 和 西方 不 向 音乐 
旋律 在 双 对 数 坐 标 系 上 的 功率 谱 。 

Sf) | Sif) 

104 109 

105 10? 

10 1 | 10 ^i 


(8 ) 


E a 10 7? — ~ 
ig s 193 joi io i lo? lui 102 1 HZ) — 49741073 1072 1071 109 19? 102 [i Hz) 
15.10 


(à) 东方 和 俄国 、 美 国 音乐 的 功率 谱 | 
(b) 西方 音乐 的 功率 说 


KALEH BE AR, PUER 音乐 。 


为 了 研究 噪声 的 分 数 维 ， 我 们 不 能 再 简单 地 使 用 6 和 D 的 


关系 式 (2.42) ,因为 若 实 际 功率 谱 是 S(f)= f° ID 1X 
则 对 高 频 或 低频 功率 谱 是 发 散 的 。 

实际 上 我 们 使 用 的 时 间 序 列 是 有 限 的 ， 且 相 邻 两 点 之 闻 的 时 
间 间 也是 有 限 的 ， 那 么 就 分 别 存在 低频 和 高 频 截 断 。 设 低频 堆 赴 
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频率 为 f。， 高 频 截 止 频 率 为 f， 那 么 二 噪声 的 功率 谱 可 设 为 


f; 0 f x fq 


str ， 当  f.xfxf, (5.46) 
0 fif | 
那么 时 间 序 列 x( 妇 的 方差 为 
x 2 Saf - fo 1 (5.47) 
= 6f, 7 p p 
-i 
3]671, XL 
vi. b 1 -~ | . 
x st , (5.48) 


A (5.47) 看 出 ， 对 81， 为 了 防止 紫外 突变 《 即 发 散 )， 
高 频 截止 是 必要 的 ; 对 8 宇 1， 为 了 防止 红外 《低频 发 散 ) 突变 ， 
低频 被 止 是 必要 的 。 

功率 谱 S(f) MSIE UE BIBXXRO) 


RG) = | SC/)cos(2rfr)d7 


"a. fiteosQn fd: | ft costs df 


(5.49) 
315 2 ft 2) B TELF 20 88923 280 « 为 mE 
ci-[x()-x(1-1) 1 2 2zx* - 2xct)x(t - 7) 


-2x'(1— RG)J 
= | 4sinax(rfr)S(CA)df 


-| ao sin^(zfr)df + [af sin fuf 
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esit 2 e tap tsiatoodf 
F 


2nf,t 
(5.50) 
T fA — BUR LIEBE ES 
(a) 非常 短 的 时 间 ， rcr 
此 时 (5.50) 式 中 
sinafræafr, 1- -ECTE ma (anfa) 
故 
1 » 2 (i pepa. 
gim2fi* leaf HLT T |. f df 
p- Et 
z(92zx1)* 3-8 ^ 
— fi^ (ary p< 
= d (5.51) 
acp Qe 140773 
因而 此 种 情况 下 
Ost | (5.52) 
| ] i 
(b) 中 等 时 间 ,7 «T«r 


此 时 〈5.50) 式 近似 地 有 
cis tfi Cary sae [[ infero ago] 
(5,53) 


AIC T 
和 (5.53) 式 中 有 关 的 积分 
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[sintas Ad) = 10) 


; x’ 
EEI, RETo) 6 一 3 时 接近 于 5，1<p<3 时 , 接 


X3 (325010 。 故 对 1<8<3，《〈5,53) 式 右边 第 二 项 
Hp, B 


ger (5.54) 


— (e) 非常 长 的 时 间 ， cr 于 
则 (5.50) 式 可 化 为 


gi-2fi-^5 1 Sap] afit Pisin (spor L) 


E «Goth RED] en 


! | 1 -cos(2rf or- I(E (f) 2fi- ^| ELE 


- 1 , sin 2r far) cos(2xf,v)] ` 
*2fV SE ( 2xfor -$ (2zf,1)* | 


-2fi- [E B - eosam) 


8-1 (2x for)" 
将 (5.48) 代入 上 式 得 
cos(2xf,r) 
sixi1- (8 -1)—7—4 OTRS | (5.55) 
$ | 
or 一 常数 (5.56) 


在 分 析 c. 的 基础 上， 我 们 来 分 析 相 关 维 数 ， 按 相关 维 数 也 的 
(5.10) REX, ZR (5.12) 式 ， 相 关 维 数 万 ;也 可 表示 为 
Pr) 一 rp (5.57) 
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其 中 PCr) 是 “反对 ” (x. s, x) 处 和 在 r 球 内 的 概 座 ， ED 
(x,—x, .) «r^ 
按照 (5.19) 式 的 定义 ， 显 然 正 态 分 布 


Pr(r)= erf (77 p -一 (5.58) 
对 于 搓 入 空间 为 m 维 的 时 间 序 列 
P. (r) = erf (c 28. 一 ) (5.59) 


由 《5.57) 式 ， 相 关 函 数 c(r) 可 表示 为 
e(r) = PGY =a EPON - 


= » (AN - Derf( 7 -) (5.60) 
由 于 误差 函数 erf(x) 有 如 下 渐 近 状态 
| X 当 x 小 时 (5.61) 
| erf(x) zl 
| 1 当 x 大 时 
故 定义 T(r) 作 为 过 渡 的 t 值 
V 20Orr)=r (5.62) 


那么 (5.60) 式 就 可 写 为 
e(r) - [E w- Ders (55. JAE CN- 


T-tí(f) 
-erf( FE ) | 
T(r) 


sa| Ew- x N-o y] 


= ANTO 一 370» +r”273 E -oo 


108 


- y roz" (5.63) 
下 面 我 们 讨论 中 等 时 间 €» Bf, BU (5.52) 式 成 立 。 那 
AEN >r), mg "PL (5.63) 式 右 边 方 括号 中 的 


> No," «| Nest &NEAIQDY |. qe 


sesir) 
~ NUI -3 pemn Peon 
ra N | 
A BET TURO 
.m- -1) N 
muor 1~ n 
m m(p—1) jn (5.60) 
类 似 地 有 
5 TOT X CAII’? T (5.65) 


YTetí(f) ' 2 — mE- 1) 


XPEPNOTOD, WA (5.65) 项 相对 (5.64) 项 也 可 以 忽略 。 
那么 从 (5.53) XH (5.62) AA 


( Iron Q2 f 0 
4103 3; [87C87]: 
令 R.eUSQDYRAS 0 
" (GL) (5.66) 
WI (5.63) 式 有 
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Ry ym | 
3i; 522 (NIV . 
cr) 2102] 十 元 "irl «pesas 
2/(6-1) | 
m- 2—2 mM 
22 It É-i p-r 
- A — 3 Ju) (5.67) 
8-1 
根据 《5.57) 式 的 定义 ， 此 时 相关 维 数 为 
__2 | 
D,-g37, («9 | (5.68) 


$9 ” 浑 沌 时 间 序 列 的 非 线性 模式 


N 

大 察 知道 传统 的 动力 系统 模式 有 了 两 条 线索 ， 一 是 从 第 一 原理 
导出 确定 性 的 方程 ,测量 初 条 件 将 方程 向 前 时 间 积 分 ; 另 一 是 当 第 
一 原理 模式 推导 不 出 或 没有 可 采用 的 初 条 件 时 ， 此 时 动力 学 过 程 
就 借用 随机 过 程 来 描述 。 这 两 种 方法 似乎 互相 分 离 从 不 重 选 。 一 
般 总 认为 复杂 现象 是 由 很 多 自由 度 造 成 的 ， 它 们 被 分 析 作为 随机 
过 程 ， 而 简单 的 现象 总 认为 是 确定 性 的 。 

浑 沌 的 发 现 将 确定 的 系统 和 随机 过 程 之 间 搭 起 了 桥梁 。 深 汪 
虽 有 敏感 初 条 件 的 性 质 ， 但 它 确 说 明 不 是 所 有 的 随机 像 的 状态 均 
是 复杂 物理 过 程 所 产生 的 ， 极 少 的 自由 度 也 能 产生 复杂 的 随机 运 
动 。 这 就 使 得 随机 像 的 状态 不 必用 随机 过 程 而 用 确定 性 的 方法 来 
描述 模拟 。 所 谓 时 间 序列 模式 ， 就 是 在 不 能 利用 第 一 原理 的 情况 


”下 利用 时 间 序 列 建立 非 线 性 模型 。 


前 面 叙 述 的 时 间 序 列 求 出 的 维 数 及 最 小 相 空间 的 维 数 ， 是 描 
六 该 时 间 序 列 状态 的 所 必要 的 自由 度数 ， 这 是 用 时 间 序 列 建立 动 
力学 模式 的 第 一 步 。 本 节 主 要 论述 非 线 性 模型 的 建立 。 — 

世 撕 入 空间 维 数 为 m， 那 么 我 们 能 否 从 前 办 个 AX Xirs 
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CN nt 来 预测 x Lv, Bp | 
Xise (Xs. Xgarg OOU X pimi) (5.69) 
下 面 介 绍 常 用 的 帮 种 方法 
(19 建立 简单 的 Poincare 了 映射 
”车 在 相 平面 上 我 们 已 经 通过 嵌入 相 空间 的 办 法 找到 其 轨迹 ， 
如 图 5.11 的 (a) 和 (c) ;然后 找 出 一 个 Foincare 截 面 截 出 轨道 
上 有 若干 点 ， 图 5,8 (c) 就 是 8 个 点 。 


图 5.11 相 平 面 轨 道 的 Poincare 截 面 
(a) fü (c) 是 轨道 (b) 是 截面 上 的 点 


然后 按 顺 F (xi, X) ， (Xas X) , (X5, X.) cm (Xs, x2) 
(x: xs) 在 坐标 平面 (xa, x2) 上 点 出 这 截 出 的 点 ， 再 将 这 
和 些 点 拟 合 成 一 个 非 线 性 函数 ， 就 
| | JE RR T 2UBR BS 
Xs«1 7 f (x4) (5.70) 
ll 如 图 5,.12 所 未 。 
至 于 截面 选取 的 方法 是 很 多 
| 的 ， 可 以 在 时 间 序列 中 找 出 最 大 
GANU XU ” 值 或 极 大 值 建立 起 xl，x， te 
图 5.12 ” 非 线 性 映射 的 建立 。 xws*xo+ri 等 截面 点 ， 也 可 以 选取 
极 小 值 ， 还 可 以 按 原 序列 空 出 多 少 点 选取 一 个 点 的 办 法 ， 其 至 于 


1il 


可 以 将 原 序列 的 数值 分 成 等 级 的 办 法 。 

(2) 局 部 近似 法 

从 和 维 骨 入 相 空 间 中 的 所 有 点 中 建立 一 个 多 项 式 〈 非 线 性 )， 
用 最 小 二 乘法 确定 参数 ， 这 是 一 种 全 局 的 函数 玫 达 式 。 更 常用 的 
却 是 在 相 邻 的 KK 个 点 中 建立 一 个 线性 映射 ， 如 图 5.13 所 示 。 在 图 
中 空心 小 圆 代 表 且 前 的 状态 x( 好 以 及 未 来 的 未 知 状态 x( + 人) 。 
简单 的 天 气 预 报 就 是 在 小 空心 圆 图 附近 找 一 个 相 邻 的 很 相似 的 状 
A 〈 黑 点 ), 用 后 者 个 以 后 演化 成 的 状态 作为 预报 值 。 我 们 现 在 在 
x) 附近 找 出 玉 个 点 《大 贺 内 前 黑 点 ) 和 时 刻 后 的 天 个 黑 扩 
之 间 拟 合 一 个 线性 函数 ， 并 用 其 预测 值 作为 x(tt+T) 的 近似 ， 
每 个 局 部 可 以 都 是 线性 的 ， 但 整体 上 却 是 非 线性 的 。 这 种 方法 又 
点 象 汤加 豪 提 出 的 门限 自 回归 模型 ， 汤 的 方法 一 般 根据 系统 的 状 
态 建立 两 个 或 三 个 不 同 的 线性 回归 模型 ， 而 我 们 这 里 可 以 根据 每 
种 状态 建立 不 同 的 模型 。 

(3) GMDH 方 法 

该 方法 是 苏联 学 者 Ivakhnenko 提 出 的 ， 它 的 全 名 是 Gronp 
Method of Data Handling (数据 人 处理 的 分 组 方法 ) 。 该 方法 
是 仿照 生物 有 机 体 演 化 的 遗传 选择 特点 。 

对 sn 个 数据 x1,，Xx;，,……xs， 它 称 为 输入 变量 ， 我 们 奋 要 建立 
一 个 高 阶 问 妇 模型 


图 5.13 ”动力 系统 的 局 部 预测 
J 一 Ja ctt X5) (5.71) 
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其 中 ?7 叫 输出 变量 。CMDH 方 法 不 是 直接 建立 (5.71) 式 ， 而 是 
首先 对 输入 变量 中 的 每 一 对 x; 和 x) 以 及 输出 变量 建立 一 个 二 次 回 
归 方 程 。 


第 六 章 ”地球 物 理学 中 的 分 形 
S1 跨越 很 宽 的 尺度 


几乎 所 有 地 球 物理 学 中 的 现象 都 跨越 很 宽 的 时 空 尺 度 ， 也 就 
是 说 没有 特征 尺度 。 知 把 地 球 看 成 是 一 个 整体 的 动力 系统 ， 那 么 
从 时 间 尺 度 上 讲 ， 从 秒 一 直到 十 亿 年 ， 空 间 尺 度 上 讲 ， 从 毫米 一 
直到 全 球 尺度 ; 就 问题 上 讲 , 从 满 流 到 地 幅 对 流 , 从 植物 生长 到 地 
球 、 生 命 的 起 源 。 

例如 ， 涉 及 到 全 球 变 化 的 主要 时 间 尺 度 有 如 下 五 个 时 间 尺 度 
"B 3 

HO4ESMZ MARIAREN ES, Xie 5p 
火 出 活动 ,生命 的 演化 以 及 和 其 配合 的 大 气 化 学 成 分 的 改变 等 等 。 

千年 ”如 冰期 和 间 冰 期 之 间 的 振 小 以 及 与 其 机 配合 的 生物 物 
种 的 密度 及 分 布 ， 它 们 都 明显 地 啊 应 围 绝 太阳 旋转 的 地 球 轨道 的 
变化 ， 它 是 以 千年 为 一 循环 。 ` 

百年 ”这 种 变化 威胁 奢 地 球 上 生命 的 生存 。 如 气候 的 变化 ， 
大 气 的 化 学 成 分 , 地表 干燥 度 和 酸度 ,地 上 和 海上 的 生物 系统 等 。 

天 到 季节 KAMZA, FINIRE, VKE AIK ETT 
长 和 融化 ， 地 表 运 流 和 风化 ， 植 物 生 长 年 轮 变化 等， 它们 都 受到 
太阳 辐射 年 变化 的 限制 。 

秒 到 小 时 “大陆 、 海 洋 、 冰 、 大 气 之 间 的 物质 、 动 量 和 能 量 
829 Di, 2 s 


$2 m m xl $E 


Rb ERUEI ER ELA BE SA PEG AR ERU BITS RBE, IRGUAEFRRLREZE IS 
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的 菲 线性 互相 作用 必然 表现 在 地 球 物理 晤 的 时 间 序 列 上 。 图 6.1 说 
明 一 个 观测 到 的 垂直 风速 记录 w(t)， 它 反映 了 是 由 各 种 不 同 的 
洪流 涡 旋 所 构成 的 。 昌 然 从 狭义 上 讲 和 流体 清流 的 流动 图 象 还 有 
不 同 ， 但 实际 上 广义 上 这 种 时 间 序列 的 反映 正 是 一 种 满 流 ， 而 且 
我 们 用 上 一 意 重建 相 空间 的 办 法 ， 将 这 个 时 间 序列 恢复 成 相 空间 
清流 流动 的 轨迹 。 


wW’ 


图 6.1 一 个 时 间 序 列 反 映 出 名 种 不 同 尺度 的 涡 旋 


在 第 四 章 中 ， 我 们 曾经 说 明 流体 汕 流 满足 的 Navier-Stokes 
方程 〈4.9) 式 在 标 度 变换 (4.11) 式 下 其 形式 不 变 。 这 也 就 是 说 ， 
速度 涨 落 Avkr) 或 其 它 标量 〈 如 温度 7 或 密度 o) 涨 落 A7 Cr) 满足 如 
下 标 度 律 

Av(Ar) = A" Ao(r) (6.1) 
| AT Qr) = 4°AT(r) (6.2) 

根据 (4.13) X, 我 们 只 要 假设 洪流 能 量 或 标量 方差 的 输送 率 e 或 

x 是 统计 上 均匀 和 各 向 同性 的 ， 即 


E _ DGCAUCr L const 
7H 
(6.3) 
2 
y= 0AT(r)) - const 


dt 
那么 ， 就 求 得 〈6.1) RF (6.2) 式 中 的 标 度 指数 
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a=- (6.4) 


”因而 ， 相 应 的 功率 谱 


SCRD) 一 R (6.5) 
指数 p=2a+1=5/3。 | 
这 种 由 大 尺度 庙 涡 把 能 量 或 标量 方差 传输 到 小 尺度 汕 涡 的 串 
级 (cascade) 过 程 ， 就 是 与 切 率 谱 为 医 函 数 的 《〈6.5) 式 相 联 系 
的 单 标 度 (simple scaling) 过 程 ， 这 也 是 分 数 维 的 最 简单 的 含 
义 。 
所 以 车 把 地 球 物理 现象 广义 上 看 成 滴 流 的 话 ， 所 谓 自 相似 就 
是 各 向 同性 湛 流 ， 它 又 分 为 均匀 和 各 非 均匀 RK) mAP, U 


F16.2. : 


图 6.2 各 向 同性 均匀 满 流 串 级 过 程 
我 们 应 该 看 到 e 和 X 的 非 奇 蜡 的 状态 由 于 品级 输送 过 程 而 导 得 
速度 场 Av 或 标量 场 A7 .的 奇异 状态 ， 
(Av) ~—r’ (6.6) 
(AT 
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(6.6) 式 就 是 著名 的 结构 函数 的 2/73 方 定律 。 


$3. 细 粒 化 和 粗 视 化 


沉 流 能 量 输 送 及 标量 方差 输送 e 和 x 在 均匀 的 条 件 ， 可 以 形成 
速度 场 和 温度 场 的 奇异 性 。 但 是 若 s 和 XY 本 身 就 不 太 均 匀 或 奇异 ， 
那么 一 定 会 修正 速度 场 的 奇异 性 。 

洁 流 涡 旋 的 串 级 过 程 ， 即 细 粒 化 (Bare) ， 除 了 象 图 6.2 那 
样 的 各 向 同性 的 细 粒 化 ,还 可 以 有 图 6.3 那 样 的 非 各 向 同性 的 细 粒 
化 ， 它 也 可 以 分 为 均匀 和 非 均匀 的 两 种 。 此 时 就 不 象 图 6.2 那 样 大 
尺度 的 结构 简单 地 就 是 小 尺度 的 放大 。 此 时 必须 加 以 伸 长 或 压缩 
才能 和 大 尺度 相似 ， 这 样 的 分 形 就 是 前 述 的 自 仿 射 分 形 。 


| 


| 


NGLJCLDs | 


Lx/4 
4 一 一 一 中 


图 6.3  3E& IA] PE instet 


由 于 作用 在 大 尺度 大 气 运动 的 外 力 是 非 均匀 的 ， 因 此 由 大 六 

度 串 级 到 小 尺度 的 串 级 过 程 ， 其 耗 散 率 e 或 标量 万 差 X 一 般 是 非 均 

名 的 ， 图 6.4 是 最 初 均 名 的 通过 串 级 过 程 〈 但 保 竺 面积 守恒 ) 而 
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出 现在 某 些 区 域 有 高 强度 的 se 或 4《 奇 异性 )》， 也 即 在 某 些 区 域 有 
不 活动 的 涡 旋 。 


(a) 

(b) 
oponon 

(C) 

Sa (d) 
i 


i | 让 
ae AL. A Lu "Ar "i Y | 
| 1 
图 6.4 的 非 均 匀 的 串 级 过 程 
与 细 粒 化 ( 串 级 过 程 ) 相 反 ， 实 际 观察 时 都 是 取 一 定 范 围 内 的 
平均 量 , 这 个 过 程 即 为 粗 视 化 (coarse grainiag 或 叫 dressed) 。 
在 上 一 章 中 我 们 看 到 若是 纯 入 的 自 相 似 ， 这 种 粗 视 化 并 不 改变 其 
分 数 维 ， 否 则 将 改变 其 结构 。 图 6.5 是 在 二 维 空间 中 e 的 细 粒 化 种 
粗 视 化 的 过 程 。 
从 图 6,.5 上 ,我 们 看 出 两 点 : 
(1) 串 级 的 细 粒 化 过 程 造成 :的 奇异 性 或 间 歌 性 。 
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图 6.5 e 的 粗 视 化 和 细 粒 化 过 程 
左 : 细 粒 化 《由 上 到 下 ) 
A: MWE (由 下 到 上 ) 
(GEB mr RAE) 


(2) 粗 视 化 过 程 要 将 信息 压缩 ， 但 多 多 少 少 还 会 反映 出 小 
尺度 奇 弄 人 性 的 贡献 。 
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3E 4 I E] PEN Di p 2E ERN Tr2e B rp, GES PRALEN 
可 分 为 两 和 情况 ,一 种 是 涡 诈 串 级 过 程 中 ,有 的 涡 旋 是 “ 活 ? m, 
ARRIER "PLU B9, iX UBI RS D] UB EirC.53 Ap E R 
级 过 程 中 涡 旋 似乎 都 是 “ 活 ” 的 ,但 是 有 的 祝 旋 强 , 有 的 涡 旋 弱 ， 
这 样 涡 旋 之 间 就 有 动量 辐 散 ， 这 种 间 园 清流 模型 叫 c 模 式 。 

无 论 是 “还 是 8 模式 都 可 以 认 


为 是 不 同 “ 方 回 有 不 同 的 标 度 ， - 
看 起 来 好 像 原来 是 “ 躺 ? 着 的 大 
涡 旋 变 成 “ 竖 ” 着 的 小 沉 旋 ， 见 
图 6.6。 | 
^n fa 38 RSE RR 25 53 ff] 8 
FER? 例如 天 气 在 重耳 方 网 上 由 
于 有 速度 前 切 和 浮力 的 影响 ， 速 
度 差 Av 在 垂直 方向 和 水 平方 向 上 图 6.6 ”复式 和 BB 模式 
的 标 度 不 同 ， 即 

Av(Àx) = A? ** Avo(x) 

Av(Ay) =4 &*Av( y) (86.7) 

Avu(Az) =A ex ^vu(z) 

我 们 将 《6.7) AEREE. 


/AX 、 Ax 
zi À | y ) -1hs (as | 
À* 5 Az Az (6.8) 
其 中 
r= ET (6.9) 


di 
HH 

JD 4s xx pote RBS RMA TERKA IRA” APERTAR 

TUEASELITUUEARGESGHJ "Hadley? RE, 16.7. HIRERE 
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El (6.8) 式 左边 矩阵 的 行列 式 值 


RARAN 


图 56.7 小 尺 度 的 《对 党 ” 涡 旋 变 成 大 尺度 的 《Hadley” 涡 旋 

Al ET — 477 (6.10) 

增加 ， 其 中 
| de= l+1+g (6.11) 

MRE (elliptical dimension)。 下 节 将 看 到 对 于 大 气 , 有 


ako o, Gags - 3/5 (6.12) 


WO Ud, -2143 - 2.56, 


引进 椭圆 维 数 以 后 ，p 模 式 中 的 “ 死 " 涡 旋 意 味 着 人 = 0,“ 活 ” 
HEARE A'D1. a 模式 中 的 弱 涡 旋 意 味 着 (A 1, RANE 
A 1 椭圆 维 数 移 定义 也 包含 各 同 同 性 情况 ， 对 各 向 同性 三 维 大 
So 271, d,,73; 对 于 各 问 同 性 三 维 大 气 a = 0，d ,1 = 2。 


85 双 曲 分 布 


计 多 地 球 物理 现象 有 间 软 性 ， 而 间 软 性 又 党 和 “ 双 则 分 布 ” 
121. 


的 概率 定律 相 联系 。 所 谓 随 机 变量 上 服从 双 曲 分 布 ， 即 上 大 于 某 数 
值 x 的 概率 服从 如 下 规律 〈 也 称 Levy 分 布 ) 

P,IDx)x* . (8.13) 
即 随 着 x 加 大 而 减少 。 例 如 若 上 代表 某 太 种 矿床 的 储量 ， 那 么 矿床 
储量 愈 大 则 出 现 的 概率 愈 小 。 辐 样 ， 品 位 愈 高 的 矿床 出 现 的 概 容 
uf. 


XS PUE HE YR Av, 位 温 9 涨 落 Aln0， MLR Richardson E 
料 Aln9/Avw 的 分 析 表 明 ， 它 们 均 服 从 双 则 分 布 ， 匈 图 6.8 Ca), 
(b), (c) , 


ml 
ap: 


> 
. n: | 
SE ELE zw 
^ N 
> < : 
-— a m= 
> 1 BU >10 
< 3 > 
Ds ri 一 
107 Ady Siy 
3 
4 1 2 
- 4 
2d or iis Dtos 163 4$: 193 1037 51 
AV 1 (mis 1) Al n8 Aln8/AV *(m 7242) 


图 6.8  Av'C(As) (a)、Aln8(b)、Aln8/Avi(c) 的 概率 分 布 


图 中 “” 口 代 表 Az=50 米 ， 二 代表 Az: 一 100 米 
VIXXA2-200K, WIXXAz—400K 
口 代 表 Az= 800 米 ， 图 代表 Axz=1600 米 
X 35A 2 2: 32000: 


从 图 6。8 我 们 还 看 出 ，Az 是 以 1=2，4，8，16，32，64 倍 增 

mE, 图 中 两 条 线 之 间 的 距离 都 一 样 ， 这 就 是 所 谓 目 相似 性 ， 
X(AAz) =A" x(Az) (6.14) 

:— ———— 8 中 求 出 。 由 (6.13) 式 看 
出 ,在 双 对 数 坐 标 (lgP,，logx) 纸 上 ， 该 直线 的 斜率 就 是 C79), 
图 中 两 直线 之 间 横 坐标 的 距离 按 (6.14) SX ELE alog2, PAIS, 
很 容易 求 出 标 度 指数 a。 

根据 图 6.8 得 出 
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.9 10 (6.15) 
| 3 


O,;-1 qr: 71 
实际 上 ， 通 过 因 次 分 析 有 
Auo(Az) 一 和 4 (Az)Az | 
Av(Ax)-—«:* (Ax)Ax!!! | (6.16) 


其 中 由 = BOUT 是 浮力 方差 通 量 〈r 是 特征 时 间 ) , ENN 


能 量 耗 散 率 。 由 (6,16) 式 看 出 ,a 水 平 = 5o agn S, 


$6 重 整 化 群 方法 


物理 学 中 的 相 变 也 是 尺度 跨越 很 宽 的 现象 ,以 铁 磁 相 变 为 例 ， 
当 温 度 了 降低 到 临界 温度 下. 时 ， 粒 子 磁 征 之 间 的 相互 作用 压倒 了 
随机 的 热 运动 而 占 上 风 ， 粒 子 之 间 的 关联 越 来 越 大 ， 从 而 形成 各 
种 尺度 “集团 ”和 涨 落 ， 在 相 变 点 关联 长 度 E 趋 向 无 穷 ， 即 

E-(T-T.)" (6.17) 
其 中 ，? 电 临界 指数 。 

将 (6.17) 式 和 分 数 维 的 定义 〈2,.9) 式 比 较 ， 知 把 5 理解 成 
(2.9) A mir, (T-T AWAR (2.9). 式 中 的 入 , 则 临界 指数 
”就 相当 于 分 数 维 万 的 倒数 。 和 万 一 样 ，7 是 相 变 中 的 不 变量 。 

相 变 中 的 重 整 化 群 变换 方法 ， 就 是 利用 尺子 变换 将 小 尺度 的 
涨 落 平滑 掉 ， 即 粗 粒 平均 ， 而 在 较 大 斥 度 的 有 效 作 用 下 来 看 惜别 
现象 。 正 是 由 于 相 变 现象 中 跨越 很 宽 的 尺度 ， 局 部 各 整体 相似 ， 
因而 这 种 变换 不 影响 全 局 。 

现在 ， 令 变换 为 

123 


T! = R(T) | (6.18) 
这 种 变换 将 尺子 人 -人 了. 变 长 为 7/ -了 。， 尺 子 变 长 了 ,那么 去 量度 
的 关联 长 度 5， 按 〈6.17) AMHECT REKET )e 
但 是 在 相 变 上 后。 上， 关联 长 度 E(T。) 变 为 无 穷 , 因而 了 .是 重 
整 化 群 变换 (6.18) 式 的 不 动 点 ， 即 


T.- R(T.) (6.19) . 
将 R(T) 在 ,附近 Jaylor 展 开 
^; ^"R(T)- RAHAT -T.J tene | (6.20) 
(dR | ea 
1=( ar ).. (6.21) 
又 设 | 
ET!) = FECT) (6.22) - 
jul 
1. £T") .(T'-T.)" ^& o | 
è D | (T-T." (9.280 .-— 
HH (6.20) X | s 
ROT)- ROT AZAT - T2) (6.24) - 
Bil 
T! -T.-«A(T-T,) (6.25). 
故 (6.23) 式 又 可 以 表 为 
1 A-°(T-T,)-* 1 
el ep cn (6.26) 
则 由 此 导 得 临界 指数 
` yz logb (6.27) 


logA 

由 此 可 以 看 出 ， 只 要 知道 变换 丸和 不 动 点 了 .， 则 由 (6.21) 式 就 

可 以 求 到 4。 若 又 知道 尺度 变换 的 方式 即 p 值 ， 就 可 以 由 (6.27) 
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式 求 到 临界 指数 ?这 个 不 变量 和 分 数 维 万 值 。 
为 二 说 明 重 整 化 群 方法 以 便 将 此 法 用 于 地 球 物 理学 由 去 ， 下 
面 我 们 用 线性 链 渗流 和 二 维 点 阵 渗流 为 例 。 
图 6.9 (a) 污 一 个 线性 链 ， 链 上 有 一 系列 格 点 ， 其 中 黑 点 表 
示 导 体 ， 圆 点 表示 绝缘 体 。 显 然 ， 只 有 所 有 格 点 多 是 导体 ， 电 流 
才能 通过 。 现 在 进行 尺度 变换 ( 即 粗 视 化 )， 将 图 6.9 (a) 的 二 个 
格 点 归并 成 一 个 元 胞 ， 见 图 6.9 
IDE GIDE CD OR (b) 。 这 里 格 点 归并 成 元 胞 的 
M) TRER BAR” HIR BH 
有 元 胞 中 每 个 格 点 都 是 导体 〈 即 
ANM "erre 
| | | o JU [fie 
R69 £ Isl 
meo Bas omma) 度 是 原 格 点 长 度 的 2 信 ， 所 以 相 
(a) JARA (b) 元 是 Xi HEENEWC HS Y —25, BUb-2. 
” ”下面 ， 我 们 来 研究 重 整 化 群 变换 的 方式 RCP)。 其 中 , PER 
点 导 通 的 概率 。 那 么 ， (1 - 已 ) 就 是 格 点 绝缘 的 概率 。 设 元 胞 组 
态 导 通 的 概率 为 P/， 则 
P'P:P«*O*P-*(1- P) -O*(1- P)-P* O*(1- P)(1- P) 
= P= RP) (6.28) 
(6.28) 式 就 是 线性 链 渗流 模型 的 重 整 化 群 变换 。 
现在 求 该 变换 的 不 动 点 ，〈6.28) 式 的 不 动 点 就 是 使 (6,28) 
式 左 端 等 于 右 端 ， 即 


PP 
或 Pi- PsP(1- P)}=0 (6.29) 
| P.,-08P.21 (6.30) 


ERA (06.28) RA IlacobijB REER EDT 1 和 各 大 十 
1 ， 来 判断 不 动 点 是 稳定 还 是 不 稳定 。 因 〈6.28) 式 右边 的 Jac-~ 
obit HÆ | 
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ôR — | 
(6.31) 式 也 是 特征 值 。 | 
对 不 动 点 P。 一 0, 这 个 特征 值 为 


p .," 2:070 (6.32) 


|, P. = 0ER ERIAS FR 

对 不 动 点 已 . = 1， 特 征 值 为 

25 p -a 525A (6.33) 

因而 超过 1 ，P。 = 1 是 不 稳定 的 不 动 点 。 

因为 变换 使 忆 - 尸 . 变 大 ， 因 而 离 已 . 愈 远 ， 故 相 变 的 临界 点 应 
该 是 不 稳定 的 不 动 点 ， 该 模型 中 应 是 了 -= l。 卫 .=1 的 意义 很 清 
楚 ， 只 有 每 个 格 扣 均 是 导体 ,， .那么 整个 链 才 是 导体 。 
将 《6,33) 式 中 的 4=2 和 56=2 代 入 (6.27) 式 ， 求 得 临界 指 


数 
. leg2 _ 
~ log? =1 (6.34) TTT 
OAB dsl 
多 在 党 人 ejeje T 
模型 ， 见 图 6.10。 ReH 
由 图 6.10 看 出 ， 图 中 sjsiejsisi 
Vd ^ f& Ex 20 RS — 7l 7U "LLETI. 
胞 , 格 点 距离 仍 加 大 一 信 ， (a) 
即 6= 2。 但 归并 的 方式 是 图 6.10 二 维 渗流 模型 
按 6/ > 数 服 从 多 数 ? 的 原 (a) 原 格 点 (b) 归并 及 二 元 般 
则 ， 而 不 是 象 一 维 情况 的 “否决 权 ? 方 式 。 此 时， 重 整 化 群 变换 为 
P’ = RIP) = P+ AP(3 - P) (6.35) 
(6.35) 式 右 边 第 一 项 代表 四 个 格 点 都 是 金属 ， 第 二 项 代表 三 个 
档 点 是 金属 的 4 种 可 能 性 。 
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(6.35) 式 的 不 动 点 ， 应 是 解 如 下 四 次 方程 


P = P* 4P? 一 4P: (6.36) - 
(6.36) 式 即 为 

3P'-4P*-Pz0 (6.37) 
" 

P(P-1)(P*- P-1)20 |. (6.38) 


tH (6.38) ARIJA A38 js 


P.70, P.-1, p,-1*Y 13. 0,798, 


(6.39) 
-x 13 


p,-1 = — 0.434 


(6.39) 式 中 的 P。 AME E. EI, (6.35) AAWAY 
Jacobi 和 矩阵 为 


OA . 3 2. ps3 
5p 4P? - 12P* — 16P 
-12P'-12P 
= GEM (6.40) 


IW EDBAEBAAST 1. RP. -0R P. -1 RH 
动 点 ， 它 们 不 应 是 临界 点 。 


REH P. itY B... 168, ti S 的 模 大 于 1 ， 因 而 是 
不 稳定 的 不 动 点 ， 是 临界 点 ， 且 


4= (8 ) | 122a - P) -1.64 (6.41) 


oP P 一 0.768 
将 (6.41) 式 和 8= 2 代入 《〈6.27) 式 ， 求 得 临界 指数 
| log2 _ 
»- jogl.64 t (6.42) 
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87. ”用 重 整 化 群 方法 研究 地 震 


”地 震 虽 然 复杂 ， 但 是 用 浑 沌 和 分 形 理论 来 研究 也 是 一 种 新 的 
方法 。 地 震 的 孕育 产生 过 程 和 冶 石 断裂 过 程 很 相似 ， 地 震 的 断层 
WETERANA, 地震 的 时 空 分 布 相应 于 郑 石 碎 块 的 大 小 分 布 ， 
所 以 可 以 用 岩石 断 慑 来 研究 地 震 。 地 震 和 兰 石 断 发 一样 ， 均 同 看 
成 是 临 盎 现象 ， 本 以 用 重 整 化 群 方 法 来 研究 。 


图 6,11 是 一 个 线 度 为 的 立方 体 岩 决 分 成 8 块 线 度 为 了 的 小 立 
方 体 。 假 设 一 个 立方 体 破裂 成 8 个 小 立方 体 的 概率 均 为 尸 。 同 样 线 
度 为 的 碎 块 破裂 成 8 个 线 度 为 了 的 小 立方 块 的 概率 也 是 P, 3 


种 过 程 不 断 重复 下 去 就 形成 大 小 岩 块 的 分 形 结构 。 设 入 是 经 过 
次 破裂 的 碎 块 总 数 ， 那 么 《m +1) 次 破裂 的 碎 块 总 数 就 为 


图 6,11 分 形 破裂 的 理想 化 模型 
N...-7L8P Y (1- P))N, (6.43) 
(6.43) 式 右 端 第 一 项 代表 破碎 成 小 块 的 数 ， 右 端 第 二 项 代表 未 
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破裂 成 小 块 的 数目 。 
根据 分 数 维 的 定义 〈2.9》 式 ,形成 的 碎 块 分 布 的 分 形 维 数 应 


Le ge) 
Ios(1/ (2) 


-. = oE EL (6.44) 
图 6.12 给 出 分 形 维 数 随 破碎 概率 P 的 变化 曲线 。 从 图 6.12 看 出 ， 
若 破 碎 概 率 了 =1， 即 表示 一 块 变 8 块 的 过 程 ， 此 时 刀 = 3， 这 是 
小 立方 块 的 整数 维 。 


是 


图 6.12 分 维 D 孙 概率 P 的 变化 


图 6.13 才 示 一 小 块 破碎 成 小 块 有 2 = 256 种 可 能 的 情况 ,小 方 
块 下 方 第 一 个 数目 指示 破 异 成 小 单方 块 的 数 且 ， 英 文字 母 是 破裂 
成 相同 数目 小 方块 的 不 同情 况 ， 贺 括号 中 的 数量 表示 有 多 人 少 种 情 
况 。 破 碎 块 是 由 该 块 角 上 的 黑 点 表示 的 .图 6.14 是 将 图 6.13 中 两 种 
情况 放大 的 示意 图。 图 6.13 中 所 有 图 号 下 用 黑 线 划 出 的 表示 此 单 
元 破碎 (假设 依 已 破 雄 的 元 胞 是 否 渗 透 到 整个 单元 ， 即 在 单元 中 
形成 弱 面 作为 单元 破碎 准则 )。 
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69 ED C9 CD C9 Cp CD (Rl 


01) 14(8) 28(12) 2b(12) 2c(4) 38(24) 3b(24) 3618) 


Gp G3 C9 G3 CD M 


4al 6) 4b(8) 4c(24) 4d(24) 4el(6) 4662) 


62 68 6 60 60 £2 $9 g 


81) JT(8) 6a(12) 65(12) (cC 4 ) 5224) $b(24) Bc(B) 


图 6,13 2*2200f00 ZU 22 IC I] BI 1 Rc RI 


图 6,14 图 6.13 中 的 两 种 情况 放大 


因此 
P,2PL,,t*8PL.(1- Pmi) + 28P5., (17 Pasi)? 
T56P5,.(17 P4,,)! x 88P 5. . 17 Pmt)" 
= Pasi ~ 32P5.. + 88Ph+: 7 96P5.. + 38Ph+ 
(6.45) 
(6.45) 式 就 是 重 整 化 群 方程 。 

很 容易 看 出 (6,45) 式 有 不 动 点 PP, =0 和 P。=1， 但 它们 是 
稳定 的 不 动 点 。 图 6.15 给 出 映射 〈6.45) 式 的 图 象 ， 很 容易 看 出 
P.=0.49 是 另 一 不 稳定 的 不 动 点 , 即 是 临界 点 。 这 个 临界 上 后 表明， 
当 己 一己 . 时 经 过 重 整 化 群 变换 ， 流 向 稳定 不 动 氮 已 =0， 即 姜 石 不 
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会 破碎 。 当 PP 二 P。， 经 过 重 整 化 群 变换 , 流向 稳定 不 动感 =1， 
菇 明 岩 石 破 人 肆 。 由 PP。 = 0.49 求 出 | 


0.5 L 
Pas) 


图 6,15 重 整 化 群 方 程 (6.45) 式 的 交代 图 象 


4 
db 


p--ISgCP.* UD. = 2.15 (6.46) 
Og2 . 


$8 Hmm 


地 震 现象 是 复杂 的 ,但 是 很 早 就 知道 ,震级 愈 大 则 发 生 的 次 数 
愈 少 。 震 级 和 频数 N 之 间 的 关系 是 著名 的 Gutenberg-Richter 
关系 


logN(>m)=a- bm (6.47) 
zu X HHO( AES BEXDT 1, XÉTEO.8- b 1.5. AR LER R 
带 的 尺寸 r 和 和 的 关系 为 
logr=m— 3.7 (6.48) 
因此 ， 六 和 z 的 关系 为 
N (>r) ær" (6.49) 
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(6.49) 式 是 一 个 器 函数 天 系 。 
义 因为 地 震 能 量 E 随 震级 增加 而 增加 ， 氏 


logE =c+ dm (6.50) 
Pi, NME 的 关系 为 ， 
NLE 4 (6.51) 


(6.51) AFPR BRCIBREK ZATE — 1.281 1.7 2I 
这 种 苦 函 数 的 规律 以 及 在 目 然 异 出现 的 “17 /" RPSL ATE 
ARER? 这 似乎 和 监 界 现象 有 联系 ， 现 在 常用 “ 自 组 织 临界 性 ” 
来 解释 。 自 组 织 临 界 性 的 最 简单 模型 ， 就 是 沙 堆 和 地 和 震 模 型 。 
在 平面 上 一 次 一 粒 地 往 下 堆 沙 子 ， 慢 慢 就 形成 沙 堆 ， 这 样 堆 
沙子 不 致使 沙 堆 大 陡 ( 即 不 稳定 ) RAE (MEE), MEMA 
沙 粒 数量 和 落 到 边 绿 以 外 的 沙 粒 数量 在 总 体 上 达到 平衡 时 ， 沙 堆 
就 停止 增长 ， 系 统 达 到 了 临界 状态 。 这 种 临界 性 和 相 变 现象 在 相 
恋 点 的 临界 性 不 同 ， 它 是 内 部 各 部 分 相互 作 几 而 形成 的 目 组 织 ， 
不 是 要 求 外 部 的 压强 或 温度 条 件 。 两 者 相同 处 在 于 在 非 临 界 扣 处 
自 相 关 画 数 是 指数 下 降 的 ， 而 在 临界 点 处 是 医 函 数 。 由 于 系统 处 
在 亚 稳 态 ， 所 以 加 一 粒 沙子 的 随机 性 通过 动力 过 程 加 以 放大 使 钞 
十 南方 可 以 在 各 种 尺度 上 发 生 。 妈 小 坟 方 和 大 声 方 都 是 一 种 机 理 。 
地 震 的 完 画 数 规律 《6,51) 式 说 明 大 小 地 震 次 数 的 关系 是 有 
规律 的 。 因 此 可 以 想象 大 小 地 震 产 生 于 相同 的 机 械 过 程 。 通 第 ， 
假定 地 震 是 出 粘 滑 宙 制 引 起 的 。 地 壳 的 茶 些 区 堪 精 附 在 一 起 ， 由 
于 挤 压 产生 断层 ， 板 块 消 断 层 相 对 滑动 ， 应 力 释 放 并 传 问 邻近 区 
域 。 | 
图 6.16 是 沿 断 层 带 的 -一 一 一， 
地 壳 粘 附和 滑动 的 Burr- 一 ”人 
idgt 和 Knopotf 模 型 。 aami LA | EARAP- 
块 体 由 弹簧 互相 连结 ， 同 NR NANAAAAN 
时 依靠 其 它 弹 簧 块 体 链 被 图 6.16 “地壳 沿 断 层 的 粘 滑 模型 
驱使 和 断层 作 恒 速 (速度 是 矿 ) 运动 。 当 断层 移动 时 ， 块 之 间 处 
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在 粘 附 状 态 。 一 旦 弹 筑 力 大 于 痊 摩 氛 力 ， 此 时 一 个 或 多 个 块 体 即 
刻 全 部 滑动 ， 即 发 生 了 地 震 。 直 到 弹簧 力 释 放 为 止 。 这 里 断层 滑 
动 的 力 就 相当 于 加 沙子 ， 应 力 释放 就 相当 于 加 一 粒 沙 子 后 引起 周 

围 点 上 沙子 滑 掉 而 产生 的 高 度 差 变化 。 | 
图 6.17 是 重 现 地 震 特 征 的 计算 机 地 壳 模 型 。 由 许 许 多 多 二 维 
方块 组 成 的 弹性 板 放 在 一 个 刚性 板 上 。 当 这 个 方块 阵 受 到 挤 压 时 ， 
弹簧 就 在 板块 上 作 胃 一 个 正比 于 压缩 量 的 力 。 作 用 了 于 某 个 特定 方 
块 上 的 力 只 要 超过 一 临界 值 ,板块 就 开始 滑动 (图 中 白色 方块 )， 
一 组 白色 方块 就 代表 一 次 地 震 。 直 到 弹簧 力 减 少 到 临界 值 以 下 ， 
方块 所 失去 的 力 均 匀 传 给 它 的 四 邻 。 图 8.17 的 右边 是 统计 出 的 地 
震 次 数 (或 地 震 次 数 分布 函 数 刀 (”)7 和 释放 能 量 〈 或 断裂 尺寸 r) 
D(rper"* (6.52) 


一 一 一 一 160,0001 
^ "E^ BI gg- w^ v^ Glo ~ 
机 机 -机 TURNE Y k 

; i 000 E 


100] 


! 10 100 1000 10,000 100,007 
$t Mp Ang fe HEC CIE S PR 0) 


Bl6.17 KARREN NRBR R 

”从 图 上 看 出 这 个 tf 值 约 为 1.5， 和 (6.51) RAREN, AER 

味 着 某 地 区 一 年 中 发 生 能 量 为 100 〈 以 某 种 单位 表示 ) 的 地 震 ， 那 
| 188 


么 这 一 地 区 这 一 年 中 就 将 经 历 大 约 1000 次 能 量 为 1 的 小 地 震 。 7 的 
分 数值 ， 反 映 了 沙 堆 或 地 震 的 分 数 维 的 自 相 似 结构 。 

由 于 系统 处 于 亚 痢 界 状态 ， 一 个 局 部 的 扰动 最 终 将 由 于 
“domino” 《多 米 诺 骨牌 ) 效 应 而 凯 及 整个 沙 堆 ， 因 此 无 特征 下 
度 也 起 技 导 致 无 特征 时 间 尺 度 ， 即 张弛 时 间 分 布 为 


| DO T^" (6.53) 
(6. 53) 式 的 分 布 是 很 重要 的 ,因为 若 自 相关 函数 (HO) JE TEPORE 
X, Ep | 
m =T (6.54) 
那么 ， 它 的 传 里 叶 变换 一 一 功率 谱 S(f) 是 褐色 噪声 
S(f-f^* (8.65): 
这 不 符合 自然 界 大 量 存在 的 “地 噪声?” 
SC(fo-f7* (6.56) 
其 中 | 
0,5 8«1.5 (6.57) 


HT (6.53) 式 的 分 布 使 ?小 的 贡献 大 ， AMANA (6.53) 
式 来 加 权 求 功率 谱 而 使 ?减少 。 这 就 是 说 ， 把 求 功率 谱 的 却 子 


SC» = 全 ee (6.58) 
改 为 | 
sqy-F(Feternar)nerar (6.59) 
(6.59) 式 积分 结果 为 
s» pr 


oc f 7? *? (6.60) 


也 就 是 说 经 过 加 权 平 均 ， 功率 谱 指 数 变 成 
p= +2-a (6.61} 
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-由 于 0<c<1， 这 就 有 可 能 使 
1«:8«2 (6.62) 


因此 “了 品 声 ”就 和 空间 分 维 自 相似 结构 同时 产生 ， 都 是 自 组 织 


临界 现象 的 产物 。 分 形 可 以 看 成 是 自 组织 临 界 过 程 的 “快照 ?， 
“1/j/ 噪声” 是 自 组织 临 界 现象 的 “指纹 ? 。 
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gt% MENRE 


Jr sr D RU ERR AERE LBS — R. FE Chomocli- 
nic orbit) 3/7] RA rn t> oo flt 9 — co 时 趋 问 同一 状态 的 一 
种 轨道 《t-> 一 cc 和 f-> + co 时 的 极限 状态 分 别称 为 该 轨道 的 a 板 
限 集 和 o 极 限 集 ) 。 孤 立波 满足 偏 微分 方程 《也 可 能 为 无穷 维 动 
力 系统 ) ， 同 宿 轨道 一 般 对 常 微分 方程 而 言 《 可 称 为 有 限 维 动力 
系统 ) 。 在 研究 非 线 性 动力 学 的 今天 ， 这 两 者 有 必然 的 联系 。 同 
宿 或 异 宿 轨道 又 是 产生 浑 沌 的 重要 条 件 ， 它 们 的 摄 动 又 是 形成 伸 
长 折 失 分形 的 重要 条 件 。 孤 立波 和 冲击 波 又 和 贡 和 滑 流 相伴 而 生 。 
因此 同 宿 或 异 宿 轨道 的 研究 是 极其 重要 的 。 


$1 [m i 9,58 


偏 微 分 方程 的 一 种 特殊 解 就 是 行 波 解 。 我 们 以 著名 的 Ka 
方程 
Ôu Ou O04 ( 7.1 ) 


DARAH. TE (T.D rb eL de NNU- -MARN 。 


设 方程 (7.1) 的 行 波 解 为 

u(x,t) 7» u(E) É-— x—cl (7.2) 
|OAREneREEEXE, NUAGE A. 

(7.2) 式 代 入 方程 (7,1) H, KV ARRE DR RATE AUS 
方程 
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Bu ^ uu cu=0 (7.3) 
式 中 符号 “《 .2 表示 对 上 的 微 商 。 
AT (7.3) 对 上 积分 一 次 得 


Bu + Du cus A (7.4) 
其 中 4 是 积分 常数 。 
(7.4) 式 乘 以 4 后 再 对 上 积分 一 次 有 
lw F(u)-0 (7.5) 
其 中 
F(u) = gg(u* - Scu* - 644-68) (7.6) 


(7.4) 式 等 价 于 下 列 一 阶 方程 组 


u =u mE | 

mE (7.7) 
= -F'() 

(7.6) XU (7.7) 式 中 的 站 (ww) 代表 保守 系统 《7.4) 式 中 的 位 

能 。 若 位 能 F (wu) 曲线 有 一 个 极 大 值 和 一 个 极 小 值 , 见 图 7.1(0)， 

其 位 能 极 大 值 在 相 平面 (s,v) 上 对 应 的 是 不 稳定 的 鞍点 ,位 能 极 小 

值 在 相 平 面 (w,v) 上 对 应 的 是 中 心 点 ， 见 图 7,1Cb)。 那 么 在 区 间 


(a) (b) 
图 7.1 辣 宿 轨道 和 孤立 波 
(a) 位 能 F(t 曲线 (b) 想 平 面 轨 线 
(c) ME 
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(usm) Pg F Cu) CO ,TERDE BE E Eus HR EZB Eu, XL E ER 
4 的 轨道 就 是 同 宿 轨道 。 同 宿 轨道 内 的 轨道 是 椭圆 轨道 ， 再 向 内 
离 中 心 点 很 近 的 轨道 是 圆 轨道 。 

48 5y WE BH WB E fui B ROG 


Du phu ALS 
u =u, +u,- ujen 128 E | (7.8) 


其 中 cn B DA dis 5A PROC 

24 Ah [51 PLE PR Cm — OR 0n 0s, (7. 8) 5X, BH 9E K A 
HS, "TCONLDEYEAUAUE, XDXTPRT.1Cb)rBBgB SE. I8 [E PR 
数 的 模 数 m 一 1 时 cn 一 sech，“【《7,8) 式 即 化 为 


CC 


u= uit (uiu) sech* J i E (7.9) 


它 就 对 应 于 相 平面 上 的 同 宿 轨 道 ，(7.9) 式 就 是 著名 的 孤立 波 。 
由 (7.9) 式 ， 当 上 一 土 co 时 ，x->t 因 而 鞍点 已 是 同 宿 轨 道 的 
afio tE BRE, 也 称 同 宿 点 。 


$2 有 异 箱 轨道 


从 前 面 分 析 中 我 们 看 到 ， 偏 微分 方程 的 行 波 解 可 化 为 党 微分 
方程 ， 前 者 的 孤立 波 相应 于 后 者 的 同和 钵 轨道 。 
除了 同 宿 罗 道外 ,还 有 一 种 异 宿 轨道 (heteroclinic orbit), 
我 们 以 Sine-Gordon 方 程 
Ou ; Ou 
Of Oax 
为 例 来 说 明 。 
将 行 波 解 (7.2) 代入 方程 (7.10) ， sine-Gordon 方程 
(7.10) 就 化 为 第 微分 方程 
u + k'sinu-Q (7.11) 


tfisinu-0 (7.10) 


其 中 
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jo ti ,;79 (cc) (7.12) 


(7.11) RRENEN, 
(7.11) 式 乘 以 4， 再 对 5 积分 一 次 有 


Fu +V(u) =0 (7.13) 


其 中  V(u)= —k'cosu+ B (7.14) 
相当 于 保守 系统 (7.11) BERE, XURBAUBLAHTÉ 数 。 保 守 系 
Zt (7.11) 可 以 化 为 一 阶 方 程 组 
Ç =y 
v = —h’sinu (7.15) 
动力 系统 (7.15) 式 有 两 个 定常 状态 
/ 中 心 点 《0,0) 
BAUR (一 x,0) , (r, 0) (7.16) 
(7.16) RPP POAR F MREV CBS SCMB , Sz ONE NCT V Qu) 
的 极 大 值 。 相 平面 (4,v) 上 的 轨道 见 图 7.2(a) 


《一 了 m0) u 


. (a) 


图 7 .2 


(a) Sine-Gordon 方 程 的 租 图 (4*0) 
(b) 冲击 该 


和 和 平面 图 7.1(b) 类 似 ， 此 时 围绕 中 心 点 的 相 轨 道 是 一 个 桶 
圆 族 , 解 类 似 《7.8) 式 可 以 用 椭圆 函数 表示 。 而 PUE XC 7,0) 
到 鞍点 Cr,0) 以 及 从 较 点 (zx,0) 到 鞍点 (一 Xx,0) 的 轨道 《它们 分 别 
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对 应 于 u>0 和 uv<0) 就 是 异 宿 轨道 ， 它 的 解 为 


sin = +tanhké (7.17) 


v= u = + 2ksechké (7.18) 
di (7.17) 式 ， 我 们 描绘 出 w 随 5 的 变化 图 ， 其 -~ 文 见 图 7。2 
(b)， 它 称 为 冲击 波 。 
所 以 Sine-Gordon 方 程 (7.10) 的 冲击 波 解 就 对 应 于 动力 系 
统 〈7.11) 式 或 《7.15) AWR HDE. K7. 2 RBS 两 个 散 点 分 
别 是 异 宿 轨道 的 a 极限 集 和 ww 极限 集 。 这 个 寞 窒 轨道 也 叫 分 型 线 
(separatrix)， 它 将 内 部 振动 和 外 部 旋转 分 开 。 
H (7.18) 看 出 ， 冲 击 波 的 微 商 就 是 扳 立 波 。 所 以 广义 的 孤 
立波 包含 着 冲击 波 。 


$3 ” 较 - 结 和 鞍 - 焦 异 答 轨 过 


前 面 已 经 指出 ， 同 一 散 点 相 联 结 的 轨道 是 同 宿 罗 道 ， 它 对 应 
于 孤立 波 ， 不同 鞍点 相 联结 的 轨道 是 异 宿 轨道 , 它 对 应 于 冲击 波 。 
除 此 之 外 ， 还 有 逻 点 和 结 点 之 间 ， 鞍 点 和 焦点 之 辣 相 联结 的 开 答 
轨道 。 由 于 结 点 各 焦点 只 在 耗 散 系统 中 出 现 ， 所 以 著 - 结 种 葡 - 焦 
异 宿 轨道 只 在 耗 散 系统 中 出 现 。 
4t K ,太一 Burgers 方 程 


2o (7.19) 
(7.19) 式 的 行 波 解 满足 下 列 方程 组 | 
T mE | B 
(suus am 
XU =g 3g ~ 2c4 — 24) | | 


其 中 .4 为 积分 常数 。 
方程 组 (7.20) 有 两 个 定常 状态 ， 
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P (u,,0) $8QCu; , 0) (7.21) 
RBA, 34 v0» 48 è+ 2A 
HPN a AQ HRDO H, PERERA 
Bi. QE S CHLEdT.3a) 。 当 

G N 0< <48 V T2324 ( 即 耗 散 一 
O Qo ^o BON, PERRERA Q 
m EEUU CLIE T.3b) 。P 点 和 Q 点 之 间 


mns 发- 结 和 对 ~ 焦 民 省 轨 道 。 的 异 宿 轨道 如 图 7,3 所 示 。 它 们 所 
对 应 的 行 波 解 〈 冲 击 波 ) 的 形式 见 图 7.4。 


图 7 .4 ” 鞍 - 结 。 鞍 - 焦 冲 击 波 


方程 (7.19) 的 绑 - 结 冲击 波 解 为 


12v* 
u(5) =u, ~ P -一 一 一 
一 [1+e-58 (5+8 0 J? 


2 
sm - P 1+ tanh 


> (8 + 


108 
(7.22) 


Est = 全 pv CT+2A4 >4Bv c*24 条 件 下 得 到 的 。 


至 于 P，Q 之 间 的 鞍 ~ 焦 异 宿 轨道 解 ， 图 7 .3(b) 的 上 半 段 和 孤 
立波 相似 ， 下 半 段 相交 于 吉 减 振荡 ， 并 把 上 下 段 联结 起 来 就 形成 
KdVY-Burgers 方 程 的 鞍 ~ 焦 冲击 波 解 
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u, + HY 4» t V jn) vg ( — co 0) 
28 , 


2o77 COS 
a(5) = 
"z št- n) secht f e, (o, + co ) 


(7.23) 
(7.23) HUE TE OV AB è + 2 ARTE URSI 
虽然 当 耗 散 不 存在 ， 世 Y=0 时 ， 那 么 KK。V-Burgers 方程 
《7.19) 就 化 为 aV 方 程 (7,1) ， 此 时 PP 就 由 焦 扩 变 成 POA, 
Q 拟 仍然 是 鞍 扎 ， 从 鞍点 @ 出 发 又 回 到 Q 瓜 的 同 窒 轨 道 束 对 应 于 
S ru. 


$4 ”反应 扩散 方程 中 的 同 〈 寞 〉 窒 轨 违 


反应 扩散 方程 
i Sot + f(u) (7.24) 


由 于 有 耗 散 项 ， 就 有 可 能 存在 结 点 和 焦点 。 

ik (7.24) 式 中 当 | 
f(u) » kull ~u) (7.25) 
时 就 称 为 Fisher 方 程 。 mE 

在 (4) =0 有 两 个 根 时 ， 例 如 Fisher 方 程 的 f(w) = 0 网 两 根 为 
u, = 0 和 四 =1。 则 当 c>cais= 2v vf/(0) 时 有 鞍 - 结 异 宿 轨 道 ， 
当 c<cni。 时 是 鞍 - 焦 异 宿 轨道 ， 见 图 7 .5。 


v. 


(b ) 


ta > 


Bi7.5 Fisher 方程 的 鞍 - 焦 (a) 和 鞍 - 结 (O 异 宿 轨道 
342 


”” 当 /(w) =0 有 三 个 根 时 ， 例 如 js) = 0 的 三 个 根 设 为 4 = 0 
2 = 1 ，ls<<0， 叱 时 有 两 对 弄 宿 轨 道 ， 见 图 7 .6。 


图 7.6 反应 扩散 方程 (x) 是 三 次 多 项 式 时 的 异 宿 轨 道 
(a) ceni n, PIXIEL- URS DUM 
(b) c=cmi n E-EIE-E RINUUR 
(c) c= 0, Pj E- EC S Vu 
对 Fischer 方 程 鞍 - 结 冲击 波 的 解 为 


a6) = tanh eCE+8)) | 


g [14 e$ 0 110]: 10» 
(7.26) 
(7.26) EEC = yk dp 的 条 件 下 得 到 的 。 
$5 Schr6dinger 方 程 中 的 同 
Gb figu 
非 线 性 Schrddinger 方 程 
i 二 -二 au lul u= 0 (7.27) 
将 有 如 下 形式 的 波 包 解 | 
pE tn] (7.28) 
JUbé (ORG E=x-ct, H (7.28) RA (7.27) 得 到 
t$ +bọo+ọ*=0 (7.29) 
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其 中 b-o- 二 | E (7.30) 
方程 (7.29) 化 为 如 下 方程 组 
由 = 峭 | (7.31) 
th= -bb- d 
(7:31) 进行 相 平 面 (4， d), E. E, Hb5C0ON, T 
相 平面 《9,%) 上 有 两 个 中 心 局 


(-vIb], o) fü (V 161,0) — (7.32) 
和 一 个 鞍点 o | 
(0,0) . (17.33) 
因而 从 鞍点 出 发 ， 围 纸 两 个 中 心 点 形成 两 条 同 宿 轨道 ， 它们 分 别 
对 应 于 孤立 波 解 
$= + v/2|bl sech [V jb] (£—£,)] (7.34) 


但 是 当 (7. 31) ZPOW ^—7 S, Hb-Ohb, EMPH (2,0) 
上 是 两 个 鞍点 和 一 个 中 心 点 ， 即 (7.32) RATP DA EIRE A 
(7.33) 式 的 鞍点 变 成 中 心 点 。 此 时 形成 两 条 有 异 宿 轨道 ， 它 们 分 
别 对 应 于 冲击 波 解 ， 见 图 7.7。 


v 


NM 


(a ) (b) 


图 7.7 Schrödinger J ££ TB SE HHL 
(a) «bé, b«o 
(b) = 一 by 一 5 t«0 
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$6 ”碰撞 等 离子 体 的 激 波 


在 一 个 暖 电子 、 冷 离子 等 离子 体 碰撞 时 ， 其 运动 方程 类 似 于 
K,V-Burgers7jf& 


Ou Ou 1 Ou 0 ( Ou Ou \ 
Of "8x 20x ~ A Ct Ox Jo 
(7.35) 
JHopogEmBOTGRG5mTXudsp eS m JP BE. 
将 行 波 解 代 入 上 式 以 后 得 到 

- cu + TETE veu — "ut ~ Vu? = Q (7.36) 
积分 一 次 ， inf x Jy : 

u -2V(u—c)u ^ (u - u)(u ^ u,) (7.37) 
其 中 心 : 和 积分 常数 4 的 关系 为 

uzct erA (7.38) 
作 变 数 代 换 ， : 

g-a(v-i)tc 6 = 

a-vV e+2A 6=2 a (7.39) 
nj (7.37) 化 为 一 阶 方程 组 

dv . 

d" 

(7.40) 

-E - Kv - 1)u - v(v - 2) 
在 相 平 面 (v,w) 上 ， 无 耗 散 时 (6 = 0) Bi XE fh / 

(0,0) 和 (2,0) (7.41) 


其 中 (0,0) REI, (2,0) 是 中 心 。 
但 是 当 存 在 耗 散 ， 在 0<3<<2 时 ， 以 上 的 中 心 Ai BAE RR RR 
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而 在 5 之 2 时 就 变 成 结 点 。 这 一 结论 和 Burgers-K。V 方 程 的 结论 
一 致 。 

也 就 是 说 在 相 平 面 (v,w) 上 随 着 耗 散 系数 6 由 零 增 加 时 ， 原 来 
的 鞍点 到 能 点 的 同 宿 轨道 先 演变 成 茨 - 焦 异 宿 轨道 ， 再 演变 成 贰 - 


结 异 狠 轨 道 ， 见 图 7,8。 在 $8 我 们 将 看 到 同 宿 到 较 - 焦 弄 答 要 道 的 
演变 对 谢 流 有 很 大 的 意义 。 


图 7.8 方程 (7.35》 的 同 宿 和 蜡 宿 轨 道 


87 ”大 气 环流 方程 的 同 ( 异 ) 宿 轨道 


Lorenz 在 1960 年 导出 简化 的 大 气 环流 运动 方程 组 为 


x = 一 -yz 

， (7.42) 
y =Bxz | | 
2--CXN 


其 中 x 代表 纬 向 气流 ，y，z 代 表 迭 却 在 纬 向 气流 上 的 扰动 。 
(7.42) PRETERA, PP 
x(t) + y Q0) +G) 9 const = p (7.43) 
因此 在 相 空间 (x,»,2) WREE, (7.42) PU AP ob s 
1j; (0,0,0) 2 点， (—0,0,0) 
5A, (0,0000 ”6 点 ; (06,0, 一 Pp) 
和 两 个 园 扩 ， 
34 (0,0,0) 4m. (0,—0,0) 
风 图 7 .9。 
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图 7.9 DE (7.42) 在 相 空 间 球面 上 的 四 条 有 异 宿 雪 道 
”那么 这 两 个 鞍点 之 间 就 在 相 空 间 形 成 四 条 异 宿 轨 道 。 例 如 由 


4 点 到 3 点 在 z 轴 下 方向 上 的 一 条 异 宿 轨 道 ， 其 x,y,z MERE 
图 见 图 7 .10。 


MAE: z( 
PLN 
Pad 
L4 
VAL 
@ x(t) / 8 
一 一 二 二 二 二 TT t 
AL 
Ra 
d 
P. 


图 7.10 RRE PUB y SERE] AE (0 


147 


从 图 7.10 看 出 ，x(t) 和 z(t) 就 是 孤立 波 ，y(f) 是 冲击 波 。 但 

是 三 个 分 量 合并 起 来 还 是 一 个 冲击 波形 式 ， 它 在 foco 时 趋向 于 
第 3 点， 在 t-> 一 co 时 趋向 于 第 4 把 。 而 相 图 7 .9 中 的 闭合 轨道 是 
用 椭 贺 函数 表示 的 ， 当 椭圆 函数 的 模 数 趋 上 器 IBj, ERE T 
同 宿 《 或 异 宿 》 轨 道 ， 即 例如 

x(1):cn—>sech . 

y(t):sn>tanh (7.44) 

z(t):dn--sech 


$8  —BpA Ana T LR 


三 阶 或 三 阶 以 上 系统 中 同 ( 异 ) 宿 轨道 更 是 丰富 多 彩 。 我 们 已 
经 看 到 大 气 环流 模型 中 同 ( 异 ) 宿 轨道 ， 那 是 保守 系统 的 ， 现 在 
举 两 个 耗 散 系 统 中 的 例子 。 
Pil. HB EA BR A 
这 里 的 典范 方程 组 为 
x = Ax + fiX, y,z2,u) 
y Ay fi(x,y,2,u) c (7.45) 
z = haz fs(x,y,2,u) 
其 中 AK0, AK0, A> 
0,/, fo f, 是 非 线 性 函 


AE, HS. 

显然 原点 (0,0,0) 是 
一 双 曲 点 ， 其 两 个 轨 线 方 NL 
向 趋向 它 ， 一 个 轨 线 方向 | f 


离开 它 ， 在 参数 4= 0 时 
形成 三 维 同 宿 轨 道 、 见 图 gn MAERA RA ui 
Jello - 
例 2 ， 轨 道 同 宿 到 鞍 - 焦 点 
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其 典范 方程 为 | 
x-cox—-oy*P(x,y,2,u) 
[recens cote (7.46) 
^z-74A4zt R(x,y,z,u) 
| ABA 0,00 
显然 原点 (0,0,0) 在 (xy,y) 平 
面 上 轨道 是 螺旋 到 原点 的 ,而 在 z 方 
癌 是 离开 原点 的 ， 这 就 形成 一 个 名 
Hl Silnikov 类 型 同 宿 轨道 ， 见 图 
7.12。 很 易 说 明 只 要 平衡 点 是 双 曲 
的 ， 且 形成 一 同 宿 (或 异 宿 ) 闭 轨 ， 
那么 任何 扰动 就 很 易 形成 伸 长 或 
Eran manega 。 折 选 的 同 宿 轨道 或 异 宿 轨道 的 稳定 
Silnikov 同 宿 轨 道 。” 流 形 和 不 稳定 流 形 横 截 相交 ， 形 成 
无 数 个 同 ( 蜡 ) 宿 点 ， 形 成 马蹄 ， 这 就 是 出 现 译 沌 运动 的 重要 条 
£F, A ET.13, 


图 1.13 A CAO 宿 轨 道 闭 轨 形 成 的 稳定 
流 形 和 不 稳定 流 形 卉 截 相交 


89 ”涡流 的 daV-Burgers 方 程 模 型 


BT K.V-Burgers 方程 中 含有 汕 流 产生 的 主要 因子 ， 非 线 

性 、 色 散 和 耗 散 ， 使 得 其 可 以 考虑 它 作为 测 流 的 最 简单 模型 。 由 

$3 还 看 出 ， 随 着 系统 中 粘性 系数 ?从 0 逐渐 增加 ， 行 波 解 的 动力 系 

统 的 轨道 ， 由 闭 轨 的 同 宿 轨 道 逐 步 演变 成 立 - 纺 噶 THOPUÉR. PROS 
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"lr i Bc f RH BÉ. 

我 们 再 看 看 图 7.3 的 鞍 - 焦 异 宿 轨道 ， 当 它 以 速度 c 向 右 移 动 
时 ， 该 冲击 波 的 前 方 场 首先 被 状态 岂 控 制 ， 慢 慢 邮 进入 耗 散 项 几 
乎 不 起 作用 的 孤立 波 一 段 ， 并 使 波 的 振幅 (或 能 量 ) 达到 最 大 ， 
这 就 为 湛 流 的 申 级 过 程 积累 了 能 量 。 然 后 行 波 就 进入 耗 散 所 引起 
的 衰减 振荡 所 控制 ， 波 的 振幅 和 尺度 逐渐 衰减 ， 这 就 是 清流 的 涡 
旋 尺 度 的 串 级 散 裂 过 程 ， 最 后 被 状态 1 所 控制 。 

非 线性 的 作用 能 使 能 量 集中 ， 它 和 色散 作 平 衡 时 可 形成 孤立 
波 〈 或 同 宿 轨道 ) ， 这 为 出 现 洪流 提供 必要 的 条 件 ， 这 种 规则 的 
波动 结构 又 伴随 着 随机 的 演 流 出 现 , 正 色散 的 作用 加 上 耗 散 因子 ， 
可 使 涡 旋 尺 度 由 大 变 小 ， 最 后 使 消 流 具有 间 吹 性 ， 耗 散 能 量 集中 
在 空间 非常 少 的 地 点 ， 形 成 奇异 性 。 / 

现在 我 们 来 考虑 淇 流速 度 场 。 我 们 把 图 7.3 左 半 部 分 围绕 
的 扰动 部 分 记 为 4 ， 由 (7.23) 式 知 


u’ (E) = aei7 cosk,E,( — 6,0) (7.47) 
其 中 acre sv. c*2A4 


Ri = Jri 一 ( 动 ) 
pioi LV C24 (7.48) 


El7 32:2 98 2 e hA SARau n B9 5.(n7 1,2…) 满足 


! cost, = cos ft - (5) Es=0 (n21,2--) 


因为 ,之 0, 因 而 求 得 
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(7.50) 
S, 则 册 (7.47) 式 求 得 


En d 
S,- | ae? ?* cosh,EdÉ£ 
5 nari 


-2ah, cosh "Z 
LI. (e 15; 1)” ,n= 1,27 ) 


CETE 
(7.51) 


HETA, Snn, 2) 按 等 比 级 数 递 减 ， 其 公 比 为 

-va (7.52) 
q-e TEP 
EDA a E AREE RAN EN H. 这 正 是 潮流 自 
相似 的 分 维 结构 和 的 基础 ， 


图 7 ,10 是 一 个 方 涡 旋 每 次 


过 程 ， 最 初 面 积 占 原 面积 
3 3yo. 
55, xoks( 3.) ei 


以 -为 公 比 递减 的 ， 这 里 
的 3/4 就 相当 于 (7.52) 


去 的 公 比 9。 
对 图 7 .14 的 串 级 过 程 ， 面 
图 7.14 ”以 公 比 立 串 级 散 裂 的 过 程 
S 积 S。 和 rs 的 关系 可 设 为 
Sri (7.53) 
或 | 3 n 1 nu 
(3) =-(2) | (7.54) 
取 对 数 求 得 
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串 级 散 裂 成 三 个 小 涡 旋 的 | 


oo_ log3 。 


其 中 = [9 史 就 是 按 分 数 维 的 定义 (2.9) 式 来 定义 的 。 因为 TE 


是 三 维 空间 的 现象 ， 这 里 只 是 用 二 维 比拟 而 已 。 
M (7.52) 看 出 ， 注 流 串 级 过 程 或 湾流 间 欢 性 质 ， 主 要 决定 


于 耗 散 系数 /和 色散 系数 的 比值 。-5 你 大 ， 串 级 散 裂 过 程 愈 快 ， 


相 邻 两 级 涡 旋 所 占 面 积 差别 愈 大 ， 庙 流 的 间 歌 性 愈 大 。 因 此 看 
出 ， 鞍 - 焦 异 宿 轨道 和 济 流 的 出 现 是 严密 相关 的 。 


$10 ”关于 泌 流 能 谱 的 若干 问题 


关于 淇 流 能 谱 最 著名 的 是 Kolmogorov 能 谱 的 -~5/3 方 定律 ， 
它 比 较 符 合用 实际 资料 计算 的 结果 。 我 们 现在 用 上代 。V~Burger、 
模式 来 探讨 这 个 问题 。 

把 (7.47) 式 看 作 是 清流 的 速度 场 。 它 是 5 的 函数 ， 氮 上 移动 
7 后 的 速度 场 为 


u’ (E+7) = aei "cose. (E t7) (7.56) 
Au! (ED 和 2 人 十 从 的 相关 函数 和 相关 系数 分 别 为 
fn =u Eu (E +n) (7.57) 
—. a (E)w (E* 7) 
RTL) -~ a! (E) (7.58) 


我 们 说 平均 的 空间 长 度 尺度 为 L， 那 么 〈7.57)，(7.58) RPE 
— am,. 

Ctf e ) dg (7.59) 

H (7.47) M (7.56) IRA (7.58) 求 得 
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y 
R(n) = gii" | cosh,” + EN 一 一 si (7.60) 
(a) t 2Rj 
显然 它 满足 R(0)= 1,R(- 99) 20, 
- 这 里 应 指出 , (7 .60) 式 的 相关 函数 和 一 般 假 设 的 纯 指 数 衰 
减 形式 不 同 。 
H (7.60) 式 求 得 积分 尺度 


L- | Rd" 


二 (7.61) 
a) lGa) + 2 

按照 平均 的 定义 (7.59) A, XR (7.61) 使 用 的 代入 (7.59) ， 

求 得 相关 函数 为 


f (7)= a Gy - xl " + 2hi P. )eoshin 
+k sink,” | (7.62) 


由 于 自 相关 函数 (7) 和 能 谱 F(k) 互 为 侍 里 叶 变 换 ， 即 
F(k)= JeF. f (n)cosknár 


(7.63) 
s= JEF Fabcossras 
将 (7.62) (RA (7.63) 得 到 
2 ， | (RAR 
TOPPED E ETC 
- 2Lki 1+ ( 8) E kis ERI 
! ko 1+ (A/R) 
(7.64) 
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BLITRUE T, fis 7 0.6, 0.8, 0.98, 作出 在 双 对 数 (log, 


logF Ck) ) 上 的 能 谱 图 象 见 图 7.15。 图 7.15 非 常 相似 于 Kolmog- 


orov 的 能 谱 及 实际 计算 的 能 谱 。 图 7.15 中 能 谱 最 高 点 处 是 相应 
于 含 能 涡 区 ， 和 斜率 接近 于 直线 的 区 域 是 惯性 区 。 


£ 
TE =ô, 98 


1 * — a ZN 
-7 \ 
0. .6 , 


* jogF (k) 


0. 001 


k 
10g—— 
ks 


图 7.15 “在 双 对 数 坐 标 | los E, log Pit) ) 
G 


中 的 能 谱 图 象 
从 图 7.15 粗 略 佑 算出 
Y logF (hk) _ am M k 
Luudlg 779 eem 


| 
1 斜率 da ~ 1.97, "3c e eco 
| j 
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| log 
ag BPR) = 1 94, Soc es 
| Jogk /Rk, ko (7.65) 


| logF (k) p 
[B in RF risch B9 [8] Bk dn D 8 278] 


5 3-D 


—— — 


37 À 


2023 RN (7.66) 
来 量度 ， 分 数 维 刀 的 数值 估算 为 


(D-2.72 当 1 < 二 < 3 
ü 


ie quud 


1D=2.09 当 3< 一 10 
ko (7.67) 


P oan ep 


| Ds 2.19 "102 <30 
0 


"muppet i 


LD= 2.35 30 «C80 


这 再 一 次 说 明 庙 流 的 间歇 性 。 

关于 能 谱 问 题 有 下 面 几 个 问题 有 待 进一步 讨论 ， 

1. 究竟 “《-5/3” 方 律 是 实际 间歇 洽 流 的 结果 ? 还 是 均匀 
各 疝 同性 消 流 的 结果 ? 

2. MME- PEMA? 还 是 第 六 章 介 绍 的 9oc〈 自 组 织 
临界 现象 ) 或 弱 浑 沌 机 理 ? 还 是 本 章 介 绍 的 色散 加 耗 散 机 理 ? 

3. 从 形式 上 看 ， 自 相关 函数 若是 指数 函数 (6.51) Ñ, W 
么 只 会 出 现 褐色 噪声 “一 2 RH” SE ER. XS EDBXISSCRSRE 


函数 形式 ， 例如 x“， 则 它 的 傅 里 时 变换 的 能 谱 就 是 <- (1+2) 


定律 ， 只 要 c 介 于 2 和 3 之 间 ， 也 会 出 现 《- 5/3 次 方 到 - 2 次 方 ? 
定律 。 本 文 的 自 相关 函数 是 指数 衰减 加 上 振荡 形式 也 能 导出 清流 
能 详 。 究 竟 用 什么 样 的 相关 函数 最 好 ? 
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BIE ES E SUE 


TES — VU NE SET RIADA BER SET i DC ER. 
nj Kis dit I] JR REOR SER. OUT GÉNUULI DEDERE AGE, ARE 
较为 系统 地 加 以 论述 。 


$1 Kolmogorov 理论 及 其 问题 


1941 年 苏联 著名 科学 家 Kolmogorov 提出 ,在 高 雷诺 数 条 件 
下 ， 大 涡 旋 串 级 到 小 涡 旋 的 过 程 要 经 历 许 许多 多 级 ， 以 致 到 惯性 
区 非 各 向 同性 的 大 尺度 的 影响 可 以 忽略 ， 而 认为 小 尺度 涡 施 是 局 
地 均匀 各 同 同 性 的 ， FEREBAT 与 粘性 已 无 关 ， 而 主要 
决定 于 平均 能 量 通 量 
ma 1 是 Kolmoxo ov 能 量 "M 


/^ 


图 8。1 Kolmogorov 大 涡 变 小 涡 的 串 级 格式 
它 用 量 纲 分 析 法 导 得 两 条 害 律 。 
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(1 ) Hed NE, E 


{Av)’ = (e r)” (8.1) 
其 中 Ao zu(xtr)-u(x)—r*, a= (8.2) 
a 称 为 速度 差 的 标 度 指数 
(2) XB- 5/37 p, E 
S(h)~e SR" (8.3) 


我 们 已 经 在 第 二 章 (2.38) 式 论证 了 功率 S~ mms 
数 


B-20*1- 2 (8.4) 


RHEE 1) 8 (2) 是 完全 相配 合 的 。 
我 们 已 经 在 第 四 章 中 论述 汕 流 能 量 耗 散 率 。 有 
€ ri (8.5) 

因此 : dEBANEBREORA, SA (4.13) 式 。 

但 是 试验 证 明 e(r) 有 强烈 的 奇异 性 ， 即 它 只 集中 在 空间 很 小 
的 区 域 中 , 图 8.2 是 用 Navier-Stokes 方 程 模拟 的 能 量 耗 散 数 e(r) 
的 分 布 ,95% 的 能 量 耗 散 集中 在 图 8.2 的 黑色 区 域 。 这 充分 说 明 小 
RENSMaBLAORRIGG EB, HISSIEBDHCHA SB. 0X 
是 说 小 尺度 消 流 的 统计 特征 不 但 依赖 于 s ， 而 且 也 依赖 于 e(r)。 

由 于 浇 流 的 间 葡 性 和 奇异 性 ， 一 般 o 阶 矩 的 结构 函数 
(Nv(r))* (8.6) 
就 不 能 象 二 阶 结构 函数 (8.1) 式 那 样 是 9 的 线性 函数 〈( 且 比例 系 


数 就 是 a = 二)。 这 是 用 单 标 度 不 能 解决 的 问题 ， 而 必须 采取 多 重 
DRRR, 


157 


图 8.2 的 数值 模拟 结果 


S2 多 分 维 DD， 和 间歇 性 指数 


“按照 多 分 维 的 定义 ， (4.19) X (4.4) 式 有 
$ Pier? UP. (8.7) 


i71 


HPP ER: 个 盒子 内 每 单位 质量 的 耗 散 占 全 部 耗 散 的 概率 ， 一 
PA 


Peer (8.8) 

另外 六 是 盒子 总 数 ， 它 有 
Nr (8.9) 
(8.8) AA (8.9) 式 中 qd 是 空间 维 数 。 
另外 9g 阶 间歇 性 指数 ws 是 定义 为 

£d ~p ta o (8.10) 
利用 (8.8) . (8.9), (8.10) R, (8.7) 式 的 左边 应 有 

PI~r tartti) (8.11) 


比较 (8.7) 和 (8.11) 就 得 到 多 分 维 刀 和 间歇 性 指数 we 有 如 下 
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关系 : | | 
-i1,2(g-1)(D, - d) (8.12) 


FERIRE EHAA (8.6). 式 和 间歇 性 指数 ks 的 
关系 。 
站 了 e, s Y psem (8.13) 
所 以 | 
(Av)* e, rI" (8.14) 
ME (8.10) 代入 上 式 得 | 
(Av) ~r “a (8.15) 
显然 对 应 人 ojmogorov 均 名 (WER) 4 I) TE io Di 9 28 
Ds=d=3 (8.16) 
因而 由 《8.12) RARER 数 4 = 0， 因 而 由 《8.15) 式 就 成 为 
(Av)? ~ra" |. (8.17) 


(8.17) 式 说 明 在 均匀 各 向 同性 清流 的 情况 下 ，9 阶 矩 结构 函数 
的 标 度 指数 是 与 9 成 正比 的 ， 比 例 系数 就 是 速度 差 的 标 度 指数 


(8.2) 中 的 2 = Te 


83. 标 度 律 和 j COTÉ 


我 们 已 经 在 第 四 意 (4.9) 到 (4.13) 式 说 明 流 体力 学 的 
Navier-Stokes 方 程 存 在 标 度 律 。 
按照 (4.23) A, R 们 假设 相同 的 标 上 度 指 数 a 在 一 个 分 数 维 
f(a)， 则 | 
E pi~r [ooo Centri tia 


cep A1 (8.18) - 
fupe? 是 同样 < 所 占 空 间 的 比例 。 
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由 此 导 得 


f(a)23aq- (q-1)(D,-d«1) * d- 1 (8.19) 
sa = («1 (n.-4*1)] (8.20) 

很 多 证 明 (4.30) 中 的 a 若 表示 为 a,， 它 和 a 的 关系 为 | 
a, =34~1+d (8.21) 


下 面 我 们 分 别 介 绍 目 前 比较 流行 的 几 种 间 葡 性 机 理 的 理论 ， 
(1) Kolmogorov 和 Obukhov 的 se ,的 对 数 正 态 分 布 模式 ; 
(2) Frisch 的 8 模式 ， | 
(3) 对 上 ,的 “二 种 尺度 的 Cantor 集 合 ” 近 似 。 


$4 ”对 数 正 态 分 布 模式 


Kolmogorov 和 Obnkhov 认 为 ,能 量 耗 散 率 偏离 平均 fü ch 
局 部 涨 落 e, =e- e 可 以 用 对 数 正 态 你 分布 
[iC DALHA ja] i 


1 65——ÀÀ (8.22) 
eV 
其 中 方差 o ,为 
0! x un(L/r) (8.23) 
A rp L Ai iia i BJ P SJ 
由 (8.22) 式 就 可 以 确定 e, 的 9 TAB. 
F=f P(e,)e2de,- € «(E ) | (8.24) 
r 


将 (8.24) 5 (8.10) EXE S nTEUR IB, DEDI TEL RK TER Ua A 
i78 giq-1) .. (8.25) 


— B (8.25) 5 (8.12) 式 比较 可 看 出 
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De=d--59 MEE (8.26) 


如 此 ， 给 定 / 值 〈 例 如 &= 0.25), Bü Zr of 38 II, D REARS. 
图 8.3 中 曲线 1 表示 卫 。 随 的 对 数 正 态 分 布 模式 的 变化 


图 8.3 在 各 种 模式 中 D4 随 q 的 变化 
弗 线 1 ;对 数 正 态 分 布 (420.25) 
助 线 2: 有 界 对 数 正 态 分 布 (a10.5, a1—50.1, d=1) 
曲线 3; 两 尺度 Cantor 集 模式 
Uf 4: 随机 1 模式 
HAS: 均匀 pb 模式 (hs=0.25) 


将 《8.26) 式 代 入 《8.19) 式 就 可 以 确定 了 (0) 随 a 的 变化 曲线 。 
图 8.4 是 各 种 模式 中 f(a) 随 3a 变化 曲线 ， 图 中 的 虚线 是 对 数 正 态 
模式 (4=0.2) 。 

经 验 表 明 对 数 正 态 模式 在 g 比 较 小 时 还 可 以 ， 但 到 gq 之 3 就 和 
实际 有 较 大 偏离 。 
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图 8.4 d RE Hm f COR ZS 
应 线 为 对 数 正 坊 模式 00.2) 
风头 标 有 小 正方 形 的 实 线 为 两 尺度 Cantor 集 模式 
叉 号 为 B 模 式 | 


($5 两 尺度 Cantor 集 合 模式 


Kolmogorovy 对 数 正 态 模式 的 基本 问题 是 (8.24) 式 中 尺度 
是 无 界 的 。 但 实际 上 惯性 区 尺度 的 两 边 都 是 有 界 的 , 即 积分 (8。24) 
式 和 的 上 下 限 应 分 别 为 en, x,: 和 和 en inire 
一 般 可 以 假设 
eer’ (8.27) 


Cnax,r ~E * T 1 
~E rta | (8.28) 


€mi n,F 


Hpe, a0, 
因为 c: 和 wx: 是 两 个 边缘 的 标 度 指 数 ， 按 (4.24) fü 4. 36) 


式 ， 它们 应 分 别 对 应 于 D1。 和 D. 
Hi (8.10) 和 (8.12) 式 知 ，e? 的 标 度 指数 就 是 /4。。 因此 将 


(8.27) , (8. 2) TI (8.12) XI RES SJ 
-d-D.. | (8.29) 
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e,= D) .-d (8.30) 
因此 我 们 给 定 c: = 0.5，cz = 0.7， 再 给 定 d，、 即 由 〈8.29) 式 
和 (8.30) 式 确 定 DD,。，D-。， 然 后 和 对 数 正 态 分 布 时 D4 直线 上 
的 D, 和 和 D-_, 相 连接 ， 就 划 成 有 乔 对 数 正 态 分 布 的 De 曲线 ， 见 图 
8.3 的 曲线 2 。 | B 
Menevealud 等 人 利 肌 两 个 尺度 的 Canatot 集 合 ， 类 似 于 (4.49) 
M (4.61) 式 有 | 
Deul- tog [Pt + (1- P.) | (8.31) 
RGBP,20.7, P51- P,20.8, 
Br €8.31) 作出 的 D4 曲线 见 图 8,3 曲 线 3 ,可 以 看 出 曲线 2 和 
曲线 3 是 相当 一 致 的 。 
5B (8.31) 式 所 决定 的 fCc) 曲 线 见 图 8.4 的 实 线 (两 头 有 小 
正方 形 ) 从 图 上 还 看 出 ， 对 均匀 各 向 同性 上 olmogorov 模 型 3c = 
1 ， 其 相应 的 f(a) 非 常 接近 于 3 ， 但 还 稍稍 有 点 差别 。 


$6 8 Ei xX 


”U,Frisch 的 间 吹 模式 已 经 在 第 四 章 江 中 有 所 论述 ,该 模式 的 
基本 思想 是 ， 由 于 小 涡 旋 并 不 充满 空间 ， 因 而 其 能 量 传输 率 也 只 


PCD) 二 JO (8.32) 
其 中 忆 (r) 是 历朝 “ 活 ”》” 涡 旋 的 概率 ， 它 为 
| P(r)—r!^? (8,33) 
AN APÍCEOEBJaEDROARON — 


ei PY) ~E PCr) 


一 一 好 ] . 
E (4 eme . (8,34) 


165 


将 (8.31) 和 (8.10) E2, Q18 
pa 7 (d - D)(q-1) | (8.35) 
特别 对 gq = 2 有 
u-d-D-23-D | (8,36) 
由 (8.15) , (8.35) 式 ，9 阶 矩 速度 的 结构 函数 为 


、 o rb 3 -D( 4—1 ) 


MC (8.37) 
其 中 
D-2 
3 


D 


(8.38) 


是 刀 维 8 模式 的 速度 标 度 指 数 ， 若 刀 = 3， Wa = 二 就 化 为 均匀 各 向 


同性 Kolmogorov 涡 流 。 
在 (8。37) 式 中 取 q =2， 则 有 


D 


(Av)! =r3+ 3 (8.39) 
由 (8.10) 得 — 
ED (8.40) 
利用 《8.13) RA 
| 3-123023 -1- D-3 | (8.41) 


这 和 (8.40) 式 一 致 。 
该 模式 中 DD 不 随 g 而 变化 ， 在 《8.35) 式 中 取 k = 0. 25, 求 得 
的 DD 在 图 8。3 中 的 曲线 5。 这 虽然 不 符合 事实 。 为 了 改进 均匀 6 iR 
式 ， 有 一 种 随机 8 模式 ， 即 串 级 过 程 中 每 次 大 涡 旋 变 小 涡 旋 带 有 
随机 性 。 此 时 ws 可 以 认为 是 这 些 随 机 的 平均 ， 即 
-log,p€7* (8.42) 
为 了 便于 比较 ， 图 8.5 列 出 均匀 8 模式 和 随机 6 模式 的 区 烈 。 
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图 8.5 (0 SIRRA 
(b) 随机 PB 模式 


为 了 具体 化 ， 这 种 随机 6 模式 可 以 模仿 两 尺度 Cantor RAR 
(8.31) 3$, WP 20.53, 8-275, WA 
Ha 7 (q- 1)Cd - Da) 
-log,[0.53 + 0.478171] 
= log, [0.53 +0.47 x 2790-97 (8.43) 
Hj (8.43) 式 确 定 的 忆 。 随 9 的 变化 ， 见 图 8 .3 的 曲线 4 。 
在 均匀 8 模式 中 ， 若 在 (8.36) 式 中 取 js, = 0.2， 那 么 f(a) 数 
值 就 是 图 8.4 中 的 一 个 点 ， 用 “x” 号 标 出 。 


$7 PRE mA 


前 面 都 是 研究 的 汕 流 速度 场 ， 现 在 研究 满 流标 量 场 的 串 级 输 
送 问题 ， 特 别 是 间 区 性 影响 问题 。 

例如 对 标量 560 〈 它 可 以 是 温度 、 湿 度 、 浓 度 等 ) ,其 守恒 广 
程 为 


00 一 , 
prt” y0- 0 (8.44) 


其 中 性 是 随机 的 流体 力学 清流 速度 。 
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和 速度 场 的 粘性 耗 散 率 〈8.13) AX M, H T ums eH 
MEDERE 


" 
| X, = 也 一 | |. (8.45) 
TB e 和 vw 的 关系 
TREES (8.46) 
则 (8.45 可 表示 为 ， ， 
OX, Tr fe © (8.47) 


对 标量 场 0 的 结构 函数 ， 均 匀 各 向 同性 油 流 oc “Ë 
^w". W 
(A0)* ~r” (8.48) 
ATEB ne FIER REIR S IS RICO RR. 

和 速度 场 的 8 模式 (8.32) 类 似 ， 此 时 8 模式 对 (8.45) 应 为 


X. p.Q) (8.49) 
其 中 

P.(r)—r^^P: (8.50) 
为 了 便于 比较 ， 将 速度 场 相应 的 式 子 列 出 为 

ge —P.(r) z | (8.51) 

P, (r)—r*7?: . (8.52) 
H (8.44) (8.45) 式 看 出 ，x 流 量 非 堆 仅 当 上 流量 非 零 ， 因 此 梳 

P,(r)  P.CO P is Cr) (8.53) 


其 中 已 , ,是 条 件 概率 ， 即 < 分 形 中 的 点 同时 也 属于 x 分 形 中 的 后 。 
比较 (8.50) (8.52) 和 (8.53) 式 我 们 有 
Pas)? (8.54) 
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由 (8.54) 式 我 们 有 


D, 2D, | (8.55) 


(8.55) 3E HORGGS DEDICO re I TERI, one T 
分 形 。 从 物理 上 讲 ， 即 # 分 形 的 空间 分 布 奇异 性 比 * 分 形 的 奇异 性 


强 。 
X REN 


元 ?一 Pr 人 (2 


) ~X Pi) 


.| ~ X IpI- y) (8.56) 


假设 区 ?的 标 度 指 数 〈 间 软 性 指数 ) Eu W 
Xt1—X'r7ts (8.57) 


则 得 到 


tx -(d- D,)(q— 1) (8.58) 


考虑 (8.55) , (8.56) 
He 


, (8.58) , WẸ 
=la (8.59) 


35A FANY B9 XE E a Vt ABRE RE a T EA 
(Av)? —P.(rY(^v)* 


(A6)* 


— d i3 u 


—5 qu =-(- -i)(-0,) (8.60) 


~e r“ 
4i 


CEE Pd 
a ari r # 


7 P .(r)(A0)* Cr) 


— 412 
~ 和 rp, (r)P, MOS 

€ 

——4912 


- a "ici, )- eran, 


(8.61) 
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8$8 标量 注 流 场 的 各 种 模式 


从 (8.44) 和 (8.53) 知 ， 由 于 ;的 涨 落 和 被 动量 ( 即 标量 ) 
的 滑 流 现象 必然 引起 被 动量 《标量 ) X-A, KA 
X, = .47467。 (8.62) 
其 中 比例 系数 4 ,是 指 相 对 于 e m HB), BRA, Fle, JEA HIR 
的 。 
那么 对 类 似 于 (8.22) 式 的 无 界 的 对 数 正 态 分 布 模式 (8。25) 
xx, HABT RETE TRIS 


Haz = 3 ar (ar, — 1) 十 5 qr. (ar. 一 1) 


— Haia t Ug: (8.63) 
(8.63) 式 表 明 ， 标 量 关 的 间 吹 性 指数 是 4 的 间 吹 性 指数 和 e 间 黄 
性 指数 之 和 。 
对 于 有 界 的 对 数 正 态 模式 ， 我 们 用 
P.-P,P. (8.64) 
XjP,, P.H] (8.22) 式 类 似 表达 式 ， 
和 《8.58) AR M, A 
Ha, =(d-Da,.= XQ -1) 
la 7 (d- Da.. XQ- 1) (8.65) 
haa "(d - Do. )(q - 1) 
H (8.63) 得 出 
Da,s = Da, ~ Da. (8.56) 
(8.63) 和 (8.66) 式 的 结果 和 87 分 析 的 〈8.59) M (8.55) H 
的 结果 一 致 。 | 
对 4 和 e 有 类 似 的 《8.27) , (8.28) RARER, FR 
8, =0.115, 08,470.31, ft,4 = 0.07 (8.67) 
0,,70.485, Qi 70.74, Hz, 70.25 
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则 作出 的 多 分 维 忆 。,。 随 g 变化 的 曲线 见 图 8.6 中 的 曲线 1。 


-80 -20  -10 0 10 20 30 


图 8.6 标量 多 的 多 分 维 Da,z 


曲线 1 : 右 界 对 数 正 态 分 布 模式 
曲线 2， 两 尺度 Cantor 集 合 模 式 
曲线 3; 双 随 机 BB 模式 


和 的 两 尺度 Cantor 集 合 模式 (8.31) 式 类 似 ,对 7 的 两 尺度 
Cantor 和 集合 模式 为 


D,.. 一 l 1ogy(0.7844+0.244) | (8.68) 
1-79 


Hi (8.68) 作出 的 曲线 见 图 8.6 中 的 曲线 2. 
也 有 人 建议 用 双 随 视 6 模 式 
Ha,s 7 Ha.a4 + Ha. 
= log,(0.6x279.1151-79€ £0, 4) 
*log,(0.47 x 27? 589591 7) 0,53) 
(8.69) 


Hi (8.69) 式 作 出 的 D... 曲线 见 图 8.6 曲 线 3 。 
为 了 便于 比较 ;图 8.7 (a) (Cb) 分 别 是 有 界 对 数 正 态 分 布 模 
式 和 双 随 机 6 模式 的 对 e 和 让 曲线 的 比较 。 
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(a) ` (b) 


D 
2.0 5.0 
we Uw 
IE 1.5 
1. 0 1.0 
0. 5 0.5 


. 0 0.0 
-30 -20 -10 0 10 20. 30 -30 -20 -10 0 19 20 30 
9 9 
图 8.7 Da. 和 De.。 曲线 比较 


(a) 有 界 对 数 正 态 模 式 
(b) 双 随 机 p 模 式 


从 图 8.7 上 看 出 ， q>>0 时 Da, >Da.a o 
图 8,8 列 出 了 双 随 机 6 模式 的 对 :和 对 XX 的 1 Ca) 曲线 的 比较 。 


1.2 


图 8 .8 ”对 e 和 对 X 的 /(0) 曲 线 比较 


jj B 
1. 表明 区 och 曲 线 的 长 度 工 和 尺子 长 度 r 之 间 的 关系 为 
170 


L=r" $ y=1-1984-1-D 
| log3 


计算 Koch h 线 和 原生 成 直线 之 间 的 面积 ， 计 算 结果 说 明 无 
穷 长 的 Koch 曲 线 却 包围 一 个 有 限 的 面积 。 

说 明 Sierpinski 海 编 的 面积 为 零 。 

把 传统 的 Cantor 集合 《等 分 三 段 , 取 掉 中 间 一 段 】》 改 为 两 自 


分 别 为 A( < 于)， 取 掉 中 间 1 - 2A 的 一 段 ， 说 明 其 集合 的 长 
BOUT. 
把 传统 的 Cantor 集合 改 为 去 掉 中 间 的 -长 度 , 说 明 该 集合 的 


维 数 刀 = >。 


平面 上 传统 的 二 维 Cantor 集 合 是 由 两 个 一 维 的 antor 集合 
相互 垂直 构成 ， 试 说 明 其 维 数 是 一 维 Cantor R 合 的 两 倍 ， 
Rp 


-olog2 
D ^log3 


一 种 “ 胖 ” 的 Cantor 集合 ， 第 一 步 取 掉 中 间 的 ,第 二 步 取 
掉 剩 下 的 两 段 中 每 段 的 x-， 类 似 第 三 步 取 挤 剩 下 四 段 中 


每 段 的 (二 】x 二 ，……。 说 明 其 测度 不 为 零 ， 而 是 计 。 
说 明 二 维 Cantor 集 合 的 面积 为 夫 。 


在 单位 面积 上 去 掉 中 间 的 一 决 (面积 为 { 二 ) ) 的 分 形 物体 ,说 


明 其 维 数 D= 3.1082 


log3 ^ 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15, 


I LGEJHEBL EARN EE Em NR 
m+ 1, Lm 为 整数 )， 然 后 对 每 个 剩 下 的 小 方块 ( 其 面积 为 区) 


重复 如 上 过 程 ， 证 明 该 物体 分 形 维 数 


p= log(I* — m?) 
logi 


计算 传统 的 Cantor 集 合 的 信息 维 D (车 每 个 阶段 剩 下 的 线 
段 概率 相等 ) ， 并 说 明 刀 = Dy. 

若 11 题 中 右边 段 的 概率 总 是 左边 段 概率 的 两 倍 ， 求 其 信息 
维 。 


uE I-- > ,已 ,logP, 在 约束 条 件 P: = 1 下 在 P, = 
时 为 最 大 。 
驱动 单 摆 方 程 


20 1 d8 . » . 
ji tdt gcos8t1， 将 其 化 成 


- 9 -sinf + gcosQ 
q 


fn €, 
aS Sls SS 
o e 


说 明 相 空 间 的 div v = Tita -5，g=1.5 求 出 的 三 个 Ly- 
apunov 特 征 指数 为 

LE,=0.06, LE,=0, LE,- -0.26 
靖 验 证 ，LE1+ 上 FE,+ LEs= divv, 并 利用 Yorke 公 式 计算 维 
数 。 
用 求 相 空间 速度 散 度 divv fly 27 法 判断 下 列 动力 系统 是 保守 
的 还 是 耗 散 的 ? | 
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di^ dt 

(3) 

(4) (dp, | oV 
dt Ox 
dP,. ÓV 
dt Oy 
dx _ 

"rc Pe 
dy . 
dt Ps 
(5) Lorenz 系 统 
x 2—0x0» 
E -frX—-y-xz 
2-xy-bz 


16。 说 明 下 列 各 映射 的 解析 解 。 


(1) 2Xa5 Oe, < 


Xati 一 


位 势 = L(a + ») t x*y -~ P» 


解析 解 x。 = 一 cos-I(cos(2"xxo]) 
2(1 -x,), je 


(2 ) Xari -x.(3- 4x.) 解析 解 x， 一 sin(3"sin !x;) 


T 1xx,.,tX1 


(3) |2x. — 0x, 
X541 7 


à X .—1 二 <x。<1 


解析 解 xY。 = 一 cotriCcot(22rxo)) 
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X241 7 


(4)  x...2160x,(01—x,)(1—72x,)* 0Oxx,«l1 
解析 解 x,-—sin"(A*sin^!v/ x,) 
(5) )x,..-X.4(5-20xic-16x1) -1zx,«l 


解 术 解  x.-—sin(5"sin ix) 


(6) 

1 

AX, Oa 

| 1 1 
1— 7 — X si A^ 

2(1— 2x4) 19x <- 
2(2x,-1) <x, <2 

| 2 4 

| 3 
4(1— x.) 4 9sl 


etur REX n = 一 cos (cos (4*1) ) 


(7) 1 
| OUXa 了 
| 

2 
X517 2-38x, Xx Li 


解析 解 x, = 二 cos -ICecos(3"zxo)) 


(8) x,.,-10x,(1-2v/ x, tXna) Oxx.«l 
解析 解 — x, sin'(2"sin^!x, * ) 


-一 * 
(9) x,4.7 V 2x,(1-7 x7) * 0x,«l 
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解析 解 x,= (sin(2"sin"!x1)) f - 


(10) Xs+: -16x,'—24x,' + 9x, 0xzx,x1 


D 


C1] 
[2] 


[3] 
[4] 
[5] 
L6] 


C7] 
[ 3) 


E9) 
[10] 


[11] 


解析 解 x= ;ü + sin(1-—3*sin^! (2x,—- 1))] 


(11) xax, -1) -1xx,«1 


解析 解 x4-—cos*(2"cos"! (x, 5) 


(12) x». -(2x1-1)* -]xx,zl 


MIE x. (cos(2"cos"!x,9)) * 
5 97 35 B 
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